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SESSION DE 1990 CONCOURS INTERNE
T et

CONCOURS D'AccEs A L'ECHELLE DE REMUNERATION
DES PROFESSEURS CERTIFIES

PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Durék : 5 heures

L usage d'instruments de calcul, en particulier d’une caleulatrice électronique de poche — éventuellement
programmable et alphanumérique — d fonctionnement autonome, non imprimante, est autorisé conformément d
la circulaire n® 86-228 du 28 juillet 1986.

Matériel d fournir : feuilles de papier quadrillé 5 X S ;
Jeuilles de papier millimérré.

L'objectif du probleme est la détermination dapproximations rationnelles de nombres réels, en particu-
licr de e, au moyen de développements en fractions continues.

Les trois premiéres parties sont largement indépendantes. La partie 1 propose la construction d'une suite
de nombres rationnels convergeant vers ’ 2, la partice 1l celle d'une suite de fonctions rationnelles convergeant

vers la fonction tangente hyperbolique. La partie TH introduit la notion de développement en fraction continue
et la partie IV propose la recherche de tels développements en utilisant les résyltats des parties précédentes.

Dans ce probleme, on note (a,) , (4,) , (1,,). cte., des suites de nombres réels indexées par nou n décrit
I'ensemble des enticers naturels N, ’

On peut utiliser, sans en faire fa démonstration, le résultat suivant @ on détermine une suite (x,) de
nombres réels et une seule par la donnée de ses deux premicers termes 3y, ¢t .y, etde la relation de récurrence

Vnz2,x =a,X., +x_. ol (a,);, ecstunesuitedonnéedenombres réels.

. APPROXIMATION DE (2 PAR UNE SUITE DE NOMBRES RATIONNELS

A. Construction d’une suite de nombres réels convergeant vers 2 — |

l .
2+ x

1. Vérifier que J2 — 1 est solution de I'équation x =

2. Représenter grarhiqucmcnl (repere orthonormal, unité 10 cm) la fonction f définie sur le segment © 1

par f (x) = T

3. Vérifier qu'on définit une suite (u,) de réels appartenant au segment [0, 1] par u, = 0 et la relation
de réeurrence

l
YVneN, u,,, =57

En utilisant le graphique précédent, marquer, sur I'axe des abscisses, les points d’abscisses respectives
Wy, Uy, Uy, Uy.

_ 1
- (1 +J2)(2 + u)

l u,,-(ﬁ—'l)l.

4. Montrerque, VnEN, I Uppy — (2 = 1) I

- 1
Endéduireque, vneN, I o = (J2 - I)| Szl u, - (2 - l)| puis

YVnEN, I u, - (J2 - I)l < 4‘—,9

Conclure. '
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B. Propriétés de la suite (u,).

1. Vérifierque, Y n € N, u, estun nombre rationnel.
2. Calculer u, pourlesvaleurs 1,2,3,4,5den.

3. Montrer que lasuite (1r,,) est croissante et que b suite (i est déeroissante.
2n PER N
On pourra s"appuyer, pour démontrer ces propriétés, sur le sens de variation de f.
4. Déduire des résultats précédents un encadrement damplitude inférieure 3 107 de 2 — 1 par des
nombres rationnels, puis une valeur décimale approchée de (2 a 1073 pres.

‘ - P . . .
5. On pose,pour n 2 1, u, = =20l p, ct ¢, sont des entiers naturels prenvers entre eux et, pour

q.
n=, p=0,q,=1.

a. Déterminer py, q,, pa, q.

b. Montrer que, si @ ¢t b sont deux entiers naturels premuicrs entre cux, il en est de méme de b et
a+2b.

¢. Endéduircque, VnEN, p,,., =g,

qn#l = 2 ‘Iu + I’n'

il. APPROXIMATION DE LA FONCTJON TANGENTE HYPERBOLIQUE
PAR UNE SUITE DE FONCTIONS RATIONNELLES

. ¢ - e ¢+ e sh x
On rappelie que, pour tout réel x, shx ® ——— chx = —5 thx = PR
: ch x

Dans cette partie, on désigne par la méme notation un polynéme ct la fonction polynoéme associée.

A. Etude d’une suite de fonctions.

1. Vérifier gu'on définit une suite de fonctions (£,) . continues sur R, par:Vx € R, f,(x) = shx ctla

]
relationde récurrence V€N, VXER, [ oq9(0) = | = 2¢f,(fde.
]

2. BExpliciter les fonctions f, et f;.

3. Montrer que la suite (f,) vérifie la relation :
V22, VaxeR, [fo(x)=2Q2un=1)f_4(x)+42f_,(x).
On pourra, par exemple, caractériser f, par lexpression de sa dérivée f) et la valeur f, (0).

4.a. Montrer que, si P et Q sont deux polynomestelsque: Vx € R, Q(x)shx =P (x)ch x = 0, alors
les polynomes P et Q sont nuls. o

On pourra étudier le comportement de Q (x) shox = P(x)ch x quand x tend vers 4+ o |
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b. Montrer I'existence et I'unicité de deux suites de polynomes (P,) et (Q . telsque:

VieN, VyxeR, [ (x)=0Q,(x)shx-P, (x)chx.

c. Déterminer P, Q,, P,, Q, ctmontrer que:
Vn22,VaER, P (x)=2Q2u—-1)P,_,(x)+ 422P,_,(x)

Q,(x)=22n—-1Q,_,(x)+4x2Q,_,(x).

d. Montrer que les cocfficients des polyndmes P, et (Q, sont des enticers naturels, que les polynémes P,
sontimpairs et les polyndomes Q,, pairs.

!
e. Montrerque, VX € R, VvuneN, Q,(x) 2 OQ,(0) ctque Q,(0) = (2—’::)—

B. Suite de fonctions rationnelles convergeant vers la fonction tangente hyperbolique.

2n

X
l. Montrerque, VneEN, YYER,, < -;Tshx.

Ju (x)

2. Endéduireque, VHEN, VXER,,

sh x P,(x) x sh x 1 Lo _ P,(x) < X
- puis que th x 0. (%) IR

e

chx Q, (x) n! chx Q, (x

( ;) converge vers th x et que la convergence est uni-

P, (x
Q. (x

3. Montrer gue, pour tout réel v, la suite (

forme sur tout segment de R .

HIL. DEVELOPPEMENTS EN FRACTIONS CONTINUES

Dans la suite du probleme, pour tout réel v, onnote E (x) sa partic enticre, cest-a-dire le plus grand
nombre entier inféricur ou égal i x .

Soit @ un réel positif, il s'éerit a = E(a) + @ ot w apparticnt a lintervalle [0, If On pose
a, = E (a).

. i 1 1
Si o estnonnul,onpeutéerire — = E | —]| 4 m, ctona:
) [(}]

1 ) 1
a=dy+ —— enposant a, = E {—].
a, + m, W

. : I .
Siw, =0, a=ga,+ — estrationnel.

a,
. . 1 1
Si @, estnon nul, on peut poursuivre le processus et poser o= E [—]+ w,. Onadonc:
| w,
! |
a=aqa + o= enposant @ = E |
)
a, + ——-- !
a, + w,
1 | 1 1 . e Tintroducti o
Onconstateque o, = -~ — E | ], @, = — — E{—], ce qui suggere lintroduction de
' w ) W, w,
I E 1
Fapplication T définic sur Fintervalle [0, I par T()=0ct, Y x & [0, 1], T(x)= ol ok
Exemple : Calewler T (J2 = 1).

Pour a = 2, délerminer ay, a;, «; ct ;.

e
e #

/7

Tournez la page S.V.P.



page 48 C.A.P.E.S de MATHEMATIGUES
1990 4/7  interne-Math 1

A. Suite d’entiers associée a un nombre irrationnel positif. .

Montrer que, Y x € [0, 1[, T(x) € [0, 1] etque-

veelo [, E(—)‘(—) > 1.

On définit T0=id ouid désigne Papplication identique de Fintervalle [0, 1] dans lui-méme puis, par
récurrence, pour tout enticr naturel 1, T = T, T".

Soit @ un réel strictement compris entre O et |,
On se propose de démontrer que @ est rationnel si et sculement si T7 (o) est nul a partir d'un certain
rang.
a. Montrer que T (w) est rationnel si et sculement si w est rationnel.
En déduire que, si o estirrationnel, pour tout entier naturel n, T (o) estdifférent de ),
. , P roo.
b. Soient p et g deuxentierstels que 0 < p < ¢, Montrerque T~} = — our est le reste de
q !
la division cuclidicnne de g par p.

En déduire que, si @ cst rationnel, il existe un entier n, 2 1 tel que T {w) soit non nul et (ue,
pour tout entier 1 supéricur ou égala ny, 1" (w) = 0.

« étant un nombre irrationnel positif, on considere @ = a = E(a).

Vérifier qu'on définit une suite dentiers naturels (a,), strictement positifs saul peut-€étre q, , en posant ;

1
= b 2 = )
a, E ((l) cl, Vo i » 4, E (’l‘u =1 ((I)))

B. Développement en fraction continue.

i*n se plagant dans 'hypothese et avee les notations du A3, on considere la suite de fonctions (g ,), défi-

-

nies sur 18, par ¢, (x) = ¢, + x ctlarclation de récurrence

v nenN ’ (pulvi (\’) = (Pn (”- I+ X) .
n+i

Enfin on pose, VneEN, r, = ,(0), associant ainsi au réel  a unc nouvelle suite numérique,
la suite {r,) .

| |
Onadoncry=a,, n=a+ —, n=gq, + l cte...
a,
a, + —
) a
Remarquar - ne dé a suite finie
arquant que 1, ne dépend que de la suite finie  (a,, a,, .., a,), onnote r =]|a,, al,

By =

lay,a, @), r,=T[ay, a, ay, .., a,).

L'objectif de cette partie est de démontrer la convergence de la suite (r,) vers a.

1. Convergence des suites (r,) et (ry,,,).

a. Montrerque, Vn €N, a= ¢, (1" (w)).

b. Montrer que les fonctions @, sont strictement monotones, décroissantes si n est impair, croissantes

¢

si n est pair,

. Déduire des questions précédentes due ]
¢ des questions précédentes que, Vi €N, 1), < a < n,,,.

i R 1
d. Vérilicrque, VneEN, ., —r, = 0, l - ¢,(0).

e. Montrer que chacune des suites (1) et (ry,,,) estconvergente.

(e +  ——

[{

En déduire que la suite (r,,) est croissante ctla svite (ry,,,4) décroissante.

Tournez la page S.V.P.



C.A.F.E.S ce MATHEMATIWUES page 49
yirterne—Math ! , 1990 5/2

2. Expressionde r, sous forme de fraction irréductible,

I’n + X l’u— ]

a. Montrerque, Va2 1, VxER,, @,(x)= ot (p,) et (q,) sont deux suites
'

4 + X4y _

d'entiers naturels définies par  p, = a,, p, =1+ aya,, q,=1, q = q et
Vinz?2 y Py = Ay Py + Py-2, 4y = 4,4, + n-2 -

e e p

En déduire que r, = .

4n

b. Propriéiés des suites (p,) et (g,) .

Montrer que : i.  les suites (p,) et {g,) sont croissantes.
ii. YyneN, gq,,,224q,.
. VauneN, Palluss = Poar i, = (._ |)u+l .

ili. Yan21, p, et ¢, sontpremiers entre eux.

3. Convergence de la suite (r,)

_& — DPui — 1
o, Yur Ay Qs '

«. Enremarquantque,Vn € N,

2 |
Ll___pn+l £ —

momtrerque, Vn € N, ~.
qu qn +1 2

) 1 1
b. Montrerque, Vn €N, Lo _yi< et Py < -.
Ay L/ P/ qn 2

En déduire que la suite (r,) converge vers a.
¢ On dit quon a effectué le développement en fraction continue de a et on écrit :
a = (ay,ay,...q,,..]).

r, est nommeé développement en fraction continue d’ordre nde «.

. ) ) ) P Ph-
¢. En remarquant que Lo _ Lusy < L Loy Pu . montrer que L8 g < | Lasl o
‘lu qn! } 2 ‘lu - (Iu ‘I,, (],,- !
a 12 c
d. i. Soienta, b, e, d, p, qsix nombres enticrs naturels tels que be—ad=1 ¢t n < —l;‘ T

Montrerque p > a, p> ¢, q> b, ¢ > d.

. - - . . O . . . Y
ii. Endéduire que, si le nombre rationnel positif I est une meilleure approximation de a que L ,
¢ n

alotrsp > p, et g > g,.

4. Excmple : développement con fraction continue de ﬁ 1.es notations sont cclles de la partie 1.

a. Vérifier que les suites (p,) ¢t {g,,) introduites au | sont caractérisées par :

P=0, p=1, q=1, q =2

ct Vnz2, P = 2[’n~l + Pyrs G, = 2 oot ¥ quer.

b. En utilisant le calcul de T (J2 — 1) donner le développement en fraction continue de 2.
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5. Cas d’un nombre rationnel.
-,

Dans cette guestion, et seulement dans cetie guestion, on suppose que a st un nombre rationnel, stricte-

ment positif, non enticr.

On pose a nouveau g, = E(a) ¢t w = a = E (a). On sait (I11LA.2) qu'il existe un entier i, 2 1 tel que

™ Hw)# 0 e Vanzn, T (o)=0.

: [
Onpose,pourl € n<n,, a,= L (m) .

a. Montrerque a = [a,, q,, ..., a, | (notation du 111.13.).

On dit qu'om a un développement en fraction continue fini de a.

On pourra adapter a cette situation I'étude faite dans le cas ol a est irrationnel.

)

« étant éerit sous forme fractionaire —’-—, vérilier que a,, a4y, ..., a, sont obtenus a partir de Palgo-
q .

rithme d'Euclide pour la recherche du plus grand commun diviscur de pet g etqu'onaa, 2 2.
[

193 2721
71 T Tom

b. Dans chacun des deux cas a =

, expliciter gy, ay, ...

,

Hot
"

o Soit (a,) une suite d’enticrs naturels, strictement positifs saul peut-étre a,. On lui associe la suite (r,,)

définicpar VnEN, r, = lay, a,...,a,] (voirllLB).

On pourrait, en introduisant les suites (p,) et (¢,,) définies a partir de la suite (a,) comme au 111L.B.2,
ainsi que la suite de fonctions (¢p,,), démontrer que la suvite (r,) est convergente et que sa limite a a pour
développement en fraction continue [a,, «a,, ..., a,, ...}, mais nous admettrons tout ceci dans la fin

de ce probleme.

V. DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE D

Les notations sont cclles de la partie 1

l .
Onpose,Yn €N, p, =P, (E)’ q, = ()”( ) On sait (cf. 1) que Lo suite ( L
(

n

|-

. Développement en fraction continue de th 3
a. Vérifier que les suites (p,) ct (q,) sont caractérisées par les conditions : p, =
et Voo 2 2’ pn = 2 (2" - l) pn-—l + pn—Z ’ qn = 2 (2"- l) qn~l + qn—Z .

S, . . !
b. En déduire que le développement en fraction continue de th :2-' est:

th - =10,2,6,10, .., 2(2a-1), ..].

B} —

2. Développement en fraction continue de e.

i
1 +th —
2
a. Montrer que e = |
1 — th —
2

p. Vérifier que,VnEN, ¢, > P, .

Ee

) 1
) a pour limite th 5

O, pp=1,q,=1, q=2
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(’Il + I,II
q

c. Démontrer que la suite ( ) a pour limite e et plus précisément que,

n ,ll

VIléN, .(-!ﬂ...t_!.)'z—". < ¢ < Gryey T 204

Qrn = Py Doy — Panae
d. On pose, Vn € N, w = q,+p., v,.=q,-p,
Montrer que, Vi 2 2, u, = 2(2n = 1) u,_, + u,_,
v =202n = 1) vy, + v, _,.

Calculeru, et v, pour n=0 ¢t n = 1,

. . "H a ’
Dire pourquoi " ne peut €tre le développement en fraction continue d'ordre n de e.

n

e. Calculer w, et v, pour les valeurs 2, 3, 4 de n.
: . , o . 193 272
Lexpression des développements en fractions continues de ETH el de 001

suggere d'introduire

a =2, ¢, 6, w, ¢, .|avec:
VneN, Gl = Ciy =, Cini2 = 20+ 2.

Yoo o i . . . .
On note = la forme irréductible du développement en fraction continue d'ordre nde a.
Zy

Q 2 (20-4) 33"_5 * 3np )

i. Montrerque,Vn 2 3, { 4,2 = 2020 = D) yy,-5 + Viues
2302 = 2(2 n - 1) z.'ln-S + Lin~y-

On pourra utiliser la relation de récurrence vérifiée par les suites (y,) et (z;) pour les valeurs de k :
3n—2, In—3, In—4, n-—35, In—6.

it. Montrerqu'ona,¥Yn 2 1, Uy, = Yiges V, T 32

J- Déduire des résultats précédents que :
ex=[2, 1,2, 1, 1,4, 1, ..,c, ..}

& Application numérique.

Munir la calculatrice d'un programme permettant d'obtenir, a partir de la suite (¢,), les suites (y,) et (z,).
Compte tenu de la capacité de la machine, indigquer le plus grand entier n, pour lequel les valeurs affichées
dey,, etz, sontexactes.

S . . ) Y .
Préciser le sens de Perrcur commise et un majorant de cette errcur si on prend z comme approxi-

mation de e. n



