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CONCOURS INTERNE 
et 

CONCOURS D'ACCES A L'ECHELLE DE ReMUNeRATION 
DES PROFESSEURS CERTIFIeS 

PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES 

I .es trois premières parties soiit lrrr wiicnt iiitlS.l'ciid;iiites. IA piiItie 1 propose la construction d'une suite 
tir: nonitms ratioiiiicls convergeant vcrs , lit p;ii tic I I  ccllc tl'uiie suite clc li)nctions rationnelles convergeant 
vcrs la foiiction t i ~ ~ i g ~ i t e  Iiypcrl~oliqiic. I .il partic 111 int rot lui t  lii notion de tldveloppctncnt en fraction continue 
et la partie IV proposc la rcclierchc ilc tels i l ~ v e l o ~ ~ ~ ~ c ~ i i e ~ i t s  cn utilisnnt les rCstlltats des parties pr6cCdentes. 

A. Coiistructioii d'uiie suite de noiiibres réels rosvtrgeant vers 0 - I 

Tournez la page S.V.P. 



B. Propriétés ilc la suite ( I I , , ) .  

1. Vérifier que, V t~ E N , u,, est un nombre ratiolinel. 

2. Calculer i l , ,  pour les valetil-s 1 ,  2,3,4,5 tle n . 

c*’ - c-x e’ + e“ sh .r 
2 clr x 

, tII x = --. , C l l  x e - On rappelle citic, pour tout rCcl x , sl i  x a= 

Dans cette partie, on dkignc par I;r n i h c  t i o t i i l i o l i  lin polynbnie CI I;i fonction polyncirnc associde. 
2 

3. Moqtrer que la suite ( J I )  vCi ifie la rcliitioil : 

V / / > 2 ,  V . X E R ,  / , ( X ) = î ( 2 r / - l ) ~ , , i ( x ) + 4 . ~ ~ f , , , z ( x ) .  

On pourrii, par exemple, caractériser .f4 par I’cq)rcssion de si\ rldrivCe 1; et la valeur f,, (O)  . 

4.n. Montrer que, si P et Q soiit deux polynfinies tels que : V x E 118 , Q (x )  sh .r - P ( x )  ch x = O , alors 
Ics polyiifinics 1’ cl Q sont riuls. 

0 1 1  pourra dutlicr le conil,ortcii~ciit clc 0 (.r) sli s - 1’ ( x )  cli .r ~ l t i i \ l ~ J  x tcnd vers + CQ . 
‘I’oiirnez la page S.V.P. 



b. Montrer l’existence et l’unicité tlc dciix suites tlc polynhes  (P,,) et (Q ,,) tels que : 

v I I  E N , v x O8 , /;, (x )  = O,, (.v) SI1 .Y - l’,, (x )  cl1 .r . 

c. IXtetininer PI, , Q,, , Pl , QI et iiioiitrer que : 

1 .  

2. 

3. 

x * n  

t?! 
Montrerque, V t r E N ,  V x E R + ,  I j i ( x ) I  Q - s l i x .  

En tlCduire qiic, V I I  E N , V x E R, , 

I‘orirnez la page S.V.1’. 
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A. Suite d'entiers associée à iiii noiiibrc irratiotlticl positif. 

1. Montrer qiie, V x E [O, I [, 

V . r E ] O ,  I[, E b I . 

'1' (x )  E [O, I [ et qtic . 

($1 
On tldfinit IQ - ici oii i CI ctk igi ie I'nppIicntioii itIciitiqLie de I'intervnlle (O, 1 1 dilils lui-mêtne puis, par 
rtkurrcnce, pour tout ciit icr i i i i l l i tc l  I I ,  T"+I = TeTl. 

(i,, = E ( ( 1 )  CI, V I I  b I , I I , ,  

1. Convergence clcs suites (5")  et ( rZnL I )  

rJ. Montrer  que, V I I  E N , 
h. ICloiitrcr cltic les fotictions cp,, sont  stt ictcnic~it IiioiiotoIics, dtjcroi~sii~itcs s i  11 est irnpair, croissantes 

(x = cp,, ('P ( ( 1 ) ) )  , 

s i  ti est pair. 

c. I)L:rluire tlcs questions pICc~ticiitcs qiw, V I I  E N , 

rl. Viril ' icr (pic, V I I  E N , 

I l "  < (1  < r?,,, , 

I 
I',,+? - r,, = (p,, ( + i) - c r l l ( 0 ) *  

(111 + 2 

In tldtluire que la suitc ( r2,J est croissante ci  la suitc ( r2,,+,,) dCcroissante. 

e. Montrer  que chiictltie des suites ( Y ~ , ~ )  et ( I ' ~ , ~ ,  I )  est convergente. 
Tournez la page S.V.P. 



2. E x l m s s i o n  de rII SOIIS forme tic ft i iction irrdt1iictil)lc. 

II. En reinarquant cliic, V I I  E N , 

I I .  Montrer  quc, V I I  2 I , V A’ cs UB, , cp,, ( x )  = 1’11 -+-. l'il- 1 où (pl,) et sont deux suites 
1 

‘ I I I  + x ( I I I  - I 
d’entiers naturels définies par Il,, = O,, , p, = 1 + O,, al , ri,, = 1 , ql = ni et 

I I  a t /)tc = ~ ‘ I I  1’11 - 1 + t’rc- 2 % (118 = (‘11 (111 - I + 411 - 2 - 
En d idu i re  que r,, = LL . 

(Ill 

b. Propriétés des suitcs (pI1) et ( r i l l )  . 
Montrer  cpc : i. les suitcs (pli) et ( son t  cioissmtcs. 

ii. V 11 E N , q l l ,  2 11,~ , 

iii. V I I  hi, p,lq,l+ - I J , ,+~  qll = ( -  I ) “ + ’  . 
iiii. V I I  2 1 , et IIn sori t  premiers entre eux. 

P I 1  l ’ I I  l 1 - - - 
‘In (Ill + 1 

En clCiluire que la sliitc (rJ convcrgc vers (1 .  

On dit  qu’on a el’fcctul- le cldvcloppcmcnt ci1 I rsct ion continiic de (1 et on  &rit : 

I r,, cst noninid t1ivclolq)ciiiciit cii fraction coritiiiirc d’ordre I I  tlc ( 1 .  

u = [‘Io , I l ,  , . . . II,, , . . .] , 

ii. 131 clCtluire que, si le r i o i i i l m  ra t ion i id  p o s i i i f  -- 1’ est uiic ri ici l lci irc approxiniation de a que A , 
‘I Y,, 

alors p > et y > 
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Soit ( ( I , ~ )  une suite d'ciiticrs i i a t i i i d s ,  sti'ictcriiciit positifs souf pciit-strc ci,,. OII lui associe Iii siiitc ( r , l )  
ddïnic par V II E N, r,, = Iq,, ( i l ,  ..., ti,lI (voir  111.1J.). 

On pourrait, en iritroduisiiiit les siiitcs ( I ) ,~)  et ( q l l )  tldïiiies k partir de la sirite (O,,) comme 811 III.D.2.. 
iiilisi qiic la siiitc clc fonctions ((pli), tldiiioiit icr que Iii siiitc ( t ; , )  est coiivergcntc et cpc sa limite (1 ii pour 
dCvcloppcment en fraction coiitiiiuc l(ill ,  (il, ... , l it , ,  ...], mais i i o i i s  adiiiettrons tout ceci dans la fin I de ce prol)l&me. 

CI a = - , cxplicitcr r r , , ,  N, , ... , ( I , ~ , ,  , 1). I)iiiis clri\ci\ii tics ~ C U X  cils O = - 

I 
1 .  l)Cvcloppciiiciit cil fractioii coiitiiiiic de tli - 

2 '  

a. Vérifier que les siiitcs (pli) ct (q, ,)  sont car-actdrisks pw Ics conditions : pIl = O ,  pl = 1 , q,, =. 1 ,  qI = 2 

e l  Vtr 2 2, p,, = 2 ( 2 r , -  l)p, ,-1 + & 2  * q,l = 2(2tl-- l ) q l l - l  + q , , - 2  . 

I 
2 

tI1 - = IO, 2, fi, IO, ... , 2 ( 2 n -  1 ) .  ...I 

2. DCveloppenient en fraction continue de e .  

L 

1 '  I - tll - 
2 

(1. Montrcr que e = 

Tournez la page S.V.P. 
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I I .  on pose, VI1 E N, II,, = q,, + p,, , l:, = 4, - /'". 
Montrer que, Vrt  2 2 ,  II,, = 2 (211 - I ) r ~ , , - ,  + I I , , , ~  

l;, = 2(2rr  - 1 )  l{,-l + l;,-2 . 

Calculer ir,, et v,, pour I I  = O ci I I  = I . 

IlIl 

l'Il 
Dire pourtpoi - ne peut êtrc Ic d~veloppe~ncnt cil fraction continue tl'ortlre r t  (le e. 

Y" 
Z" 

O n  note - lit li)Inic irr6tluct iblc i l i i  tldvcloppcnicnt cil Croction contiiiuc d'ordre II de a 

On pourra utiliser Iii relation dc rCcurrencc vCrifiCe pnr les suites et ( tr i  pour les valeurs de k : 

311 - 2, 311 - 3 ,  3rr - 4 , 311 - 5 , 3rr - 6 . 
- ii. Montrer qu'on il, Vrr 3 1 ,  li,, = J'~,,-~ , I;, - L . ~ , , ,  2 .  

J 1Xtluirc des rCsult;its prCct3ents qiie : 

4 = p ,  1 .2 ,  1 .  1.4, 1 ,  ..., Cl,, . . . l a  

g, Appti~~riiori  rrrrrm!ric/ire. 

hliinir la ci\lclili\trice tl'un progriinime pennettaiit cl'ol,tciiir, h piIrtir de I n  siiitc (c,,), les suites (y,,) et (t,,). 
C'ompte tenu tlc la capi1citC de 1ii niiicliiiic, intliclucr le plus grnntl entier II, pour lequel les valeiirs affichtks 
tlc ):II ct tlll sont exactes. 

Y,,, 
Preciscr Ic sens de I'errcur commise ct 1111 l11iijorii11t de ccttc erreur si o n  prend - comme approxi- 
Iililtion tlc c. 4 1 1  


