CONCOURS CENTRALE-SUPELEC Mathématiques 1 PC 2025
Proposition de corrigé.

Partie A - Autour du principe d’incertitude d’Heisenberg

I - Valeurs propres de 'opérateur dérivée seconde

Q1.

Q2.

Pour tout f € E, f est deux fois dérivable et —f” appartient encore & E donc £ est bien définie de E
dans FE.

Par linéarité de la dérivation, £ est linéaire. C’est donc un endomorphisme de F.

e Soit A € R et f € E. f est solution de £(f) = Af si et seulement si f est solution sur R de I'équation
différentielle a coefficients constants y” + Ay = 0.

Les solutions de cette équation sont les fonctions z +— A cos(v/Az) 4+ Bsin(vAz), (A, B) € R?, qui sont
bien de classe C* sur R, donc A est valeur propre de ¢ et le sous-espace propre associé est

E\(¢) = Vect (z — cos(VAz), z — sin(vV/A ).

La famille (:B — cos(VAz), x — sin(v/A :E)) étant libre, elle forme une base de ce sous-espace propre.

e Une fonction f € FE vérifie £(f) = 0 si et seulement si f” = 0 donc si et seulement si f est affine. Ainsi
0 est valeur propre de £ et
Ey(0) = Vect (x> z,z — 1).

La famille libre (z — x,z +— 1) est une base de Ey(f).

ITI - Cas des fonctions gaussiennes

Q3.

Q4.

Q5.

Soit & € R. La fonction t +— G, (t)e~ %" est continue par morceaux sur R et pour tout réel t, |Gy (t)e %t =
G (t), or la fonction positive G, est par intégrable sur R d’apres I’énoncé, donc t +— G (t)e™ %! I’est aussi.
On utilise le théoreme de dérivation des intégrales a parametre.

Considérons : f: R? = C, (&,1) — Gq(t)e™ %t

e On vient de voir que pour tout £ € R, t — f(,t) est intégrable sur R.

e Soit t € R. £ f(&,t) est de classe C! sur R, de dérivée & — gg({,t) = —itGy(t)e %,

0
e Soit £ eR. t— —f(f ,t) est continue par morceaux sur R d’apres I'expression précédente.

23
e Soit (£,t) € R2.

8f _ — L2
7 (& 1)] = [tle™2".
23
_ L2 .
t+— |tle” 2% est continue par morceaux sur R.
.. — L2 1 . , . N
a > 0 donc au voisinage de 400, te” 2% = ;2 bar croissance comparée. Par comparaison a un exemple

L2

de Riemann intégrable en +oo, t — |t|e” 2% est intégrable en +oo.

Par parité, elle I'est également en —oco donc finalement sur R.

L’hypotheése de domination est vérifiée, et on conclut par le théoreme du cours que é\a est de classe C!
sur R, de dérivée

—/ JrOO . 1 t2 it
Gy & / —ite" 29 et ¢,
—0o0

— 1,42

Soit £ € R. On integre par parties dans G, (£) en primitivant ¢ — —te™ 2

en t — %e_%atQ.
u:t %e_%“ﬁ et le second facteur v : t — ie %! sont bien de classe C! sur R et |u(t)v(t)| = %e_%aﬁ oo
—+oo
0 donc u(t)v(t) — 0 et le crochet est bien défini.
t—+oo



On a donc par intégration par parties (avec convergence assurée de la seconde intégrale)

Gl (€) = [ze_%“th_lét] L / ige 0t oittay — _S G (i),
a oo a J_~ a
é\a est donc solution sur R de I’équation différentielle 3’ + S y = 0.
a
Par le cours, il existe donc K € C tel que
VEER, Go(€) = Ke 2" = KG1(€)
—~ +eo 2m ~ 2m

Par ailleurs G,(0) = Go(t)dt =/ — = KG1(0) = K donc |G, =/ — G1

—00 a a a a

+o00
Q6. G2 = G, donc par I'énoncé G?(u)du = \/? )
a

—00

_ 2 . , . s . . N 7 2
ue” " — 0 par croissance comparée (a > 0) donc une intégration parties analogue a la précédente

u—to0
nous donne

+oo +00 400 1 +oo 1 “+oo 1
/ WG (u)du = / we " xudu = [—i e*““Q] + e dy = — G2 (u)du = | —

oo oo 2a o 2a ) 2a J_ ° 2a

~ 27
Q7. G, = {/— G1 donc par la question précédente
a a

400 N )
/ uw?G?(u)du = Ty % Ta = my/Ta.
a

Il vient donc
U%(Ga) = ——= X TTy7ma= < et O'T(Ga) = — =

Partie B - Laplacien d’une matrice

I - Etude d’un élément de g

1 0o 0 -1
0 1 -1 0
0o -1 1 0
-1 0 0 1
et Cy = —C' donc Ly est de rang 2.

Q8. L= . Les colonnes C7 et Cs de L forment une famille libre ; par ailleurs C3 = —Cs

2 0 0 =2
0o 2 -2 0
2
Q9. On calcule LE = 0 -2 9 0l= 2Lp.

-2 0 0 2
X (X — 2) est annulateur de Lp donc Sp(Lg) C {0,2}.

Lp est symétrique réelle, donc diagonalisable. Si son spectre était un singleton, elle serait semblable a
une matrice scalaire, donc égale a une matrice scalaire, ce qui n’est pas. Son spectre est donc la paire

{0,2}.
Le rang de Lp est 2 donc par le théoreme du rang, dim (Ey(Lp)) =4 —2 = 2.
Lp étant diagonalisable, dim (Fy(Lp)) =4 — dim (FEy(Lp)) = 2.

Q10. Lg est symétrique réelle et Sp(Ly) C Ry donc par caractérisation spectrale L € S; (R).

Cependant 0 est valeur propre de Lp donc par caractérisation spectrale Lg ¢ S; T (R)



II - Etude du noyau des éléments de §

Q11.

Q12.

Q13.

Soit i € [1,n].

n n

(Laln)i = (6(A)1x); — (ALy)s Za-ﬂ-—zam:o
j=1 j=1

donc Laly =0et Iy € Ker(Ly). Ker(L4) étant un sous-espace, ‘Vect(]lN) C Ker(La) ‘

On a vu dans Q9 que Lp possede un noyau de dimension 2 donc il n’y a pas nécessairement égalité.

d(A) est diagonale donc

A)x = i x;(0(A) Z i (0(A)x; = Z Z amx Z amx?.
i=1

=1 j5=1 (i,4)€[1,N]?
n n n n
TA.’E = E l‘l A.CE = E Ty E ai,jxj = E E ai,jxixj = E aiyj:nimj
i=1 =1 j=1 i=1 j=1 (3,5)€[[1,N]?
donc
eTLpx =a2T6(A)x — 2T Az = E aij(x7 — x;x;)

(i,4)€[1,N]?

(i,7) + (4,1) est bijective de [1,n]? dans lui-méme donc on a aussi
2T Lax = Z ajji(x? —xx;) = Z ajji(x? — xjx;) car A est symétrique
(4.9)€[L1,N]? (4.5)€[1,N]?
Alors en sommant les deux expressions

22T Lz = Z a; j (27 — 2z + 23 )
(1.5)€[1,N]?
= > aylzi )’
(1.5)€[1,N]?

2

En remarquant que a; j(z; — acj)2 =0sii=j et quea;;(z; — a:j)2 =a;;(x; — x;)° on obtient

donc les égalités de 1’énoncé sont démontrées.

Q14. L, est symétrique réelle et pour tout z € RY on a

T Lz = E aij (zi—x;)* =0
— ———
Ii<jSN - 3 >0

donc Ly € S3(R) par caractérisation spectrale.



Q15.

On sait déja que Vect(1y) C Ker(Ly) par Q11. Montrons 'inclusion réciproque.

Soit x € Ker(L4). On a alors 27 Laz = 0 donc Z aij(zi —x;)* = 0.
(4,.5)€[1,N]?

Soit (4,7) € [1, N]? tel que i # j.

A vérifie la condition (I') donc il existe un entier n > 2 et des éléments deux a deux distincts i1, i2, ..., in
de [1, N, vérifiant :

ihn=1, Vke€ [[1,71 — 1]],az-k7,-k+1 =1 eti,=7.

On a alors par positivité des termes de la somme et du fait que les couples (ig,ir1+1) sont deux a deux
distincts :

n—1
— E (s )2 E . , , 2
0= Qi,j (wz - xﬂ) = Qi i1 (xlk - $1k+1) =0
(i.5)€[1,N]? k=1
n—1
d’on g g s (Tiy — Ty, )? = 0 et par positivité des termes
k=1

Vk € [[l,n — 1]], Qi i1 (xzk — Iik+1)2 = 0.

Or pour tout &k € [1,n — 1], a;, ;,,, = 1 donc z;, = x;,_,.
Comme i1 =i et i, = j on en déduit que z; = x;, et finalement que = € Vect(1y).

Par double inclusion, ‘Vect(]lN) = Ker(L4) ‘

Partie C - Région de faisabilité, courbe d’incertitude

I - Définitions de o3 et o3

Q16.

Q17.

A est bien symétrique réelle, a coefficients dans {0,1} donc A € G.

Montrons que A vérifie la condition (T').

Pour (i,5) € [1, N]? tel que i # j, on note P(i,5) l'assertion < il existe un entier n > 2 et des éléments
deux a deux distincts 41,12, ..., i, de [1, N], vérifiant :

i1 =1, Vke[l,n—1] a5, =1 eti,=j >

Soit (4,7) € [1,n]? tel que i # ;.

e Supposons que ¢ = 1. Alors j > 1 donc a;; = 1 et on peut prendre n = 2, i1 = i et i3 = j. L’assertion
P(i,j) est donc vraie.

e Supposons que i € [2,N] et que j = 1. On prend la encore n = 2, i1 = i, i = j et comme a;; = 1
Passertion P(i,j) est vraie.

e Supposons en dernier lieu que i € [2, N] et 7 > 1. On pose alors i1 = i, io = 1 et i3 = j et on vérifie
que a;, i, = aj1 = 1 et que a;, 4, = a1; = 1 donc I'assertion P(i,j) est vraie.

Par exhaustion de cas, P(i,7) est vraie pour (i,5) € [1, N]? tel que i # j, donc A vérifie la condition (I').

A est symétrique réelle, donc diagonalisable dans R par le théoréeme spectral.

Notons Aq,..., Ay son spectre ordonné dans ’ordre croissant, chaque valeur propre étant répétée autant
de fois que sa multiplicité.

Ae S]J{,(]R) par Q14 donc A; > 0. Par ailleurs 0 € Sp(A) par Q11 donc A\; < 0 et finalement A; = 0.

A vérifie (I') donc par Q15 son noyau est de dimension 1, ce qui implique (puisque A est diagonalisable)
que 1 est valeur propre simple de A, donc que Ao > Aq.



Q18.

Q19.

N-1 -1 -1 ... -1

-1 1 0 0
Le calcul de §(A) est immédiat et donne L4 = : 0
: 1 0
-1 0 0 1
N-2 -1 -1 ... -1
-1 0 O 0
Ly—1Iy= : 0o . : est de rang 2 donc possede par le théoreme du rang un noyau
: .0 0
-1 o ... 0 0

de dimension N — 2 > 0.

On en déduit que 1 est valeur propre de L4 et que le sous-espace propre associé est de dimension N — 2
(qui est aussi la multiplicité de la valeur propre 1 puisque L4, symétrique réelle, est diagonalisable).

La trace de L4 est la somme de ses valeurs propres donc la derniere valeur propre de L4 est
tr(A) —1x0—(N—-2)x1=2N—-2—(N—-2)=N.

Puisque N > 1 on en déduit que Ay = N, et Ay étant valeur propre simple, dim ((E), (La)) = 1.
Par le théoreme spectral, il existe une base orthonormée (e1, ..., ex) de RY constituée de vecteurs propres

de L4, et on peut par permutation des vecteurs la choisir de sorte que e; soit associé a la valeur propre
Ai pour tout i € [1, NJ.

Notons (aj ...a,)T le vecteur des coordonnées de x dans cette base.
N N

Il vient Lax = Z a;Lge; = Z Aia;e;, et la base étant orthonormée
i=1 i=1

N
xTLAx = Z )\ia?.

Pour tout 7 € [1, N] on a A\; < A\; < Ay, donc )\1a1 )\,a < )\Na% et en sommant on obtient
N

N
S = Mllel? <27 Laz < 3 Awa? = Axal?
i=1

1=

—

x # 0 donc ||z|| > 0 et on obtient donc finalement en divisant par ||z|? :
A < ok (x) < M.

e Montrons i) : Soit u € R*. Alors puz # 0 et ||uz|? = p?||z|?, puis (uz)TLa(pz) = p?(z” Laz), d’ou

o (uz) = ok (z).

e Montrons ii) : Si x € E), (L) alors 2T Lz = 27 (\z) = \jzTz = Ay||z]|2, donc o%(z) = Ay = 0.

Réciproquement, supposons que o%(z) = 1.

Alors 2Lz = M|z|? = Z/\law donc Z A —AM)ai = 0, ce qui ameéne (\; — A\1)a? = 0 pour
>0

tout i € [1,N]. Or pour tout i € [2,N] on a A\; > A; donc a? = 0 i.e. a; = 0, et on conclut que

x € Vect(e1) = Ex,(La).

IT — Région de faisabilité

Q20.

Soit (s,m) € R. I existe donc x € RNV\{0} tel que o%(z) = s et o3;(x) = m.
Par Q19 on a déja A\ < s < Ay, i.e. s € [0, An] = [0, N].

Par ailleurs 7 Dx = Zw € [O Zw ] [0, ]|z]|*], donc m € [0,1].
1=2 i=1

On a donc ’R C [0, An] x [0,1] ‘




Q21.

Q22.

e Par hypothese 0%(z) = 0 donc par Q19 on a x € E), (L4) = Ker(L4) = Vect(1y). I existe donc o # 0
tel que = aly, ce qui entraine 27 Dz = o?(N — 1) et ||z]|? = o2N, d’ou 03,(z) = T_
L’intersection de R et de la droite d’équation s = 0 est donc incluse dans le singleton {(0, %)} Elle est
égale a ce singleton puisque R contient le point (02 (1n),0%,(1n)) = (0, 2.
e Soit z € RV\{0}. Par Q19, 0%(z) = Ay si et seulement si z € Ey, (La).
E),(L4) est une droite vectorielle. Soit u un vecteur directeur de cette droite et o € R*.
2 TD TD
On a o%,(aqu) = a ;L 2u = 2u , indépendant du choix de a donc R rencontre la droite d’équation
a?|ull I
: : u” Du B

s = Ay en l'unique point | Ay, W . On détermine le sous-espace propre E, (La) = En(La).

u
Soit x = (z1...2x5)T € RV,

—xl — gy — e — = 1

1l — x9 zny =0 Lo = — 1
—xl—(N—l);UQ:O N-1
Lpx=Nzx & =
: 1
—21— (N —=1ay =0 INEIN M
u” Du N -1 1

u=(N—-1,-1,...,—1) engendre donc E), (L4). On calcule alors =

[ul> - (N-12+N-1 N’

R intersecte donc la droite d’équation s = Ay en 'unique point (N, %)

N
e Soit z € RV\{0}. 02,(z) = 0 si et seulement si fo = 0 donc si et seulement si x est colinéaire a

i=2
v=(1,0...,0).
Par Q19 R rencontre donc la droite d’équation m = 0 en 'unique point (c%(v),0), c’est-a-dire (N —1,0).
e L’énoncé ne le demande pas mais on pourrait montrer de méme que l'intersection de R et de la droite
d’équation m = 1 est I'unique point (1, 1).

IIT — La courbe d’incertitude v_

Q23.

Q24.

(e1,en) sont vecteurs propres de L4 associés & des valeurs propres distinctes donc la famille (e, en) est
libre. Pour tout ¢ € [0,1], (t,1 —t) # (0,0) donc x; = (1 — t)ey + ten # 0 et o4 (x;) est bien défini.

‘L’application ¢ est donc bien définie sur [0, 1]. ‘

x] Dy

Pour tout ¢ € [0, 1], p(t) = est quotient de deux expressions polynomiales en ¢t donc ¢ est continue

(£l
sur [0, 1], et est bien str & valeurs réelles.

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, ¢([0,1]) est un intervalle. Or ¢(0) = o%(e1) = 0 et (1) =
o%(en) = An donc ¢([0,1]) C [0, An].

L’inclusion réciproque est donnée par Q19 donc ¢([0,1]) = [0, An].
Pour tout s € [0, Ay] il existe donc ¢ € [0,1] tel que o%(z;) = s, et donc z € RV\{0} tel que o%(z) = s.

On remarque pour la suite que 'on peut prendre x dans Ey, (La) ® Ex, (La).

Soit s € [0,An]. Posons K; = {z € RY, |lz|| = 1, 0%(z) = s}. Par la question précédente il existe
1

z € RM\{0} tel que o%(x) = s et par Q19 on a alors Tl z € K, donc K, est non vide. K est bornée
x

(c’est une partie de la sphere unité). Montrons qu’elle est aussi fermée.

Soit (ap)p=0 une suite d’éléments de K convergeant vers z € RY. Par continuité de la norme on a

x| = hrjrfl lap|| = 1, et 0% étant continue sur RV\{0} (car rationnelle en les coordonnées) on a aussi
p——+o00

o%(z) = lirf o%(ap) = s, d’olt z € K. Par caractérisation séquentielle, K est fermée.
p—+00



Q25.

Enfin 0%, est continue sur RV\{0} (car rationnelle en les coordonnées), & valeurs réelles et RY est de
dimension finie donc le théoreme des bornes atteintes s’applique et permet d’affirmer que 012\4 est bornée
sur K et atteint ses bornes.

Le réel min {0%,(z), |z| = 1,0%(z) = s} est donc bien défini.

Soient (a,b) € [0,An]? et t € [0,1]. On note A = (a,v_(a)) et B = (b,y_(b)). Alors A et B sont deux
points de R, et R étant convexe on a (1 —t)A+tB € R.

Il existe donc x € RV\{0} tel que o2 (z) = (1—t)a—|—tb et 02,(z) = (1—t)y_(a —|—t’y ). Posant s = 0%(z)

on a s € [0, \y] et v_(s) = min{o2,(y), y € Ks} or € K, donc v_(s) < ( > (z), d’ou

W
7-((1 = t)a+tb) < (1= t)y-(a) +ty-(b).

La fonction v_ est donc convexe.

Partie D - Formule explicite pour la courbe d’incertitude ~_

Q26.

Q27.

Q28.

Q29.

Posons s = U%(y). Soit * € K. En reprenant le calcul mené en Q19, mais cette fois avec la matrice
symétrique réelle M («), on a

po <o M(a)r < pd
et comme y € E - (M()) et [ly[| =1, on a aussi yIM(a)y = pu;.

On en déduit que y7 (D — aLa)y < 27 (D — aLa)z, or y' Lay = 27 Lax = s donc y' Dy < 27 Dx.

Puisque ||z|| = ||ly|]| = 1, on a montré que U%(y) < 0]2\4(55).
Ainsi 03, (y) = min{od,(2), 7 € K} =7 (s) = 1 (52(3)).
—1-a(N-2) a « a
« 0 O 0
M(a) - (1—a)ly=D—1I, —a(ls—I,) = 0 est de rang 2 car ses
: 0 0
« 0O ... 0 O

deux premieres colonnes sont non colinéaires (o # 0) et ses colonnes d’indices 2 & N sont égales.

Son noyau est donc de dimension N —2 > 0, donc 1 — « est valeur propre de M(«), de multiplicité N —2
car M(«a) est diagonalisable en tant qu’élément de Sy (R).

Par définition de u;, et de uf on a donc puy, <1 —a < pt.
Soit A € R. Le discriminant du trindéme du second degré
Pipe=(X—a)(X D)+ AMX —¢)= X2+ (A—a—b)X + (ab— \c)
est
A=(\—a—0b)*—4(ab— ) = A2 +2(2c —a— D)\ + (a — b)?

P,y est a racines réelles donc A > 0. C’est vrai pour tout réel A donc le discriminant du trinéme du
second degré T'= X2 + 2(2c — a — b) X + (a — b)? est négatif.

On a donc (2¢ —a —b)%2 — (a — )2 <0, i.e. 4(c —a)(c—b) <0, d’ou ¢ € [a, b)].

Soit A € R.
X+aN-1)+A —a — —a
-« X—(a—1) 0 0
: X—(1-a) 0
- 0 0 X-(1-a)




Par linéarité du déterminant par rapport a la premiere colonne on a

A - - —a
0 X—(a—1) 0 0
Xvoy(X) = | 0 5 + X1 (a) (X)
: o X-(1-w 0
0 0 0 X-(1-a)

En développant le premier déterminant selon la premiere colonne on obtient

Xy (X) = AX = (1= )N + xar(o) (X))

1 — « est valeur propre de multiplicité N — 2 de M («) donc il existe a,b € R distincts de 1 — « tels que
XM(a)(X) = (X = (1= @)V "2(X — a)(X —b). On peut choisir a < b. On a donc

vy (X) = AKX — (1 - @)V 2(A(X — (1)) + (X — a)(X — D).

N(X) étant symétrique réelle, ses valeurs propres sont réelles, donc y NV (X) n’a que des racines réelles,
et c’est donc aussi le cas de A(X — (1 — a)) + (X —a)(X —b).

C’est vrai pour tout A € R donc par Q28 on a a < 1 — a < b, mais comme a # 1 —a et que b #1 — «
on conclut que a <1 —a < b.

a est donc la plus petite valeur propre de M («) et b la plus grande. Finalement |y, <1 —a < u;‘ .

Q30. Soit v = (v1,...,vx) € RY. Pour tout i € [3, N] posons ¢; = (0,—1,0,...,0,1,0,...,0) la composante
égale a 1 étant la composante d’indice 3.

V1 = 0 N
N
OnaveV s @UZZWE@', donc V = Vect(es, ..., en).
2=~ Z i i=3
=3
V est donc un sous-espace de RY et la famille libre (e3,...,ex) en est une base.

Q31. Pour tout i € [3, N] on a M(«)e; = De; — aLe; = ¢; — ag; = (1 — a)e;.
On a donc V C E1_o(M(«)), or ces sous-espaces sont de méme dimension N —2 donc V = E;_,(M(«)).

Les sous-espaces propres de la matrice symétrique réelle M («) sont deux a deux orthogonaux et supplémentaires
donc
E,-(M(a)) ® B+ (M()) = (B1_o(M(a)))" = V*.

Soit & = (1,...,zy) € RV,

eVt eVvie[3,N],zTe =0
& Vie[3,N], —za+x;=0
S Vi e [[3,N]], T; = 9.

On conclut que E - (M(a)) & Eﬂi(M(a)) ={(z1,x2,...,22), 1 € R,z9 € R}.

Q32. Soit x = (z1,22,...,32) € E - (M(a)) ® E 1 (M ().
Par la formule (x) de Q13 on a

2l Lax = E a;j(x; — :L‘j)2 or x; —x; = 0si2 <i < j
1<i<j<N

N
= Zaljj(l’l — 1'2)2 or ai; = 1 pour 2 < j < N
j=2

= (N = 1)(x1 — x2)°.



Q33.

Q34.

Q35.

En appliquant ce résultat a z(f) on obtient

B sin(f) \?
2 (e() = (v~ 1) (cos(s) - L)

N —

2sin(f) cos(d)  sin?(0)
—(N—1)<cosg(0)— —— N—1>
=N - 1)1+C(2)S(w) — /N —1sin(26) + 1_(3;5(29)
= % + N-2 cos(20) — \/ﬁsin(%).

1 N N-=-2
De ce qui précede on tire : —sin(260) = N1 (o%(w(@)) —5 "3 cos(29))>,

sin?(f) 1 — cos(26)
N-1 2

puis on calcule 02, (z(0)) = z(0)T Dz () = (N — 1) , et on en déduit que

On remarque que (1 — 202, (2(0))? = cos?(20) et puisque cos? +sin? = 1 il vient par Q33

1
N -1

(1= 203, (x(9))” + (03(2(0)) + (N = 2)03((6)) — (N = 1))* =1

dott | (N — 1)(1 = 203,(x(0))% + (02(2(0)) + (N — 2)o3,(x(0)) — (N —1))* = N — 1|,

La voie proposée par 1’énoncé me parait impraticable. La démarche naturelle serait, pour s € [0, Ay]
donné, de montrer qu’il existe # € R tel que a%(w(@)) = s, puis de montrer qu’il existe o € R tel que
z(0) € E,-(M(c)). Alors par Q26 on aurait o2 (x(0)) = v—(c2(x(0))) = v—(s). Si cela était acquis, on
conclurait de la maniére suivante :

Pour simplifier les écritures posons t = o3,(z(6)) = v_(s).

Par la question précédente on a

(N-1)1 =262+ (s+ (N —=2)t — (N —1))* =N —1,
donc en développant ¢ vérifie I’équation du second degré :

N%2 —2(N(N —1) — (N —2)s)t + (s — (N — 1)) = 0.

Le discriminant réduit de cette équation est

A= (N(N —1) = (N —2)s)> = N?(s — (N — 1))?
= (N(N—=1)— (N =2)s+N(s— (N —1)))(N(N —1) = (N = 2)s — N(s — (N — 1)))
= 45(N? — (s +1)N +5) = 45(N — 1)(N —5) > 0

N(N —1)— (N —2)s£2/s(N—-1)(N — s)

N2 '
Pour trancher sur le signe devant le radical, remarquons que la quantité y/s(N — 1)(IN — s) ne s’annule
pas sur |0, \x[=]0, N[ et que y_ est continue sur cet intervalle car convexe sur [0, N].

On a donc t =

Le signe devant le radical est donc toujours + ou toujours —, car un changement de signe sur |0, N|
induirait une discontinuité (en 0 et en N le radical s’annule donc le signe est indifférent).

Or 7_(N — 1) = 0 par Q22, donc le signe devant le radical est —, et on a donc pour tout s € [0, \y],

v (f) = N(N_1)_(N_2)j\7_22\/8(N_1)(N_S).




Malheureusement montrer ’existence d’un 6 convenable m’échappe totalement.
Je propose donc une démarche différente :
Soit s € [0, An].

Par Q23 on peut trouver z non nul dans Ey, (L4) & Ex, (La) tel que 0%(z) = s. Par Q19 on peut choisir
x unitaire. Remarquons que V' = FEj(L4) (calcul sans difficulté) et les trois sous-espaces propres de L4
étant supplémentaires orthogonaux on a :

E/\l (LA) D E)\N(LA) = VT = {(xl,xg, ... ,iL'Q), T € R, XTo € R} = EM;(M(Q)) ) Euér(M(Oz))

1
La droite vectorielle Ey,(L4) est engendrée par le vecteur unitaire u = \/—N]l ~ et la droite vectorielle
1
E) .. (L,) est engendrée par le vecteur unitaire v = ——(N —1,—1,...,—1).
«(La) est engendrée p = )

(u,v) forme une base orthonormée du plan Ey, (La) & Ex,(La).
Il existe donc (a,b) € R? tels que a® +b? =1 et x = au + bv.
Alors, puisque Lau =0 et Lav = Nv, et que x, u et v sont unitaires,
O'?g(fl') = 2T Lax = a®u" Lau + 2abu” L gv + b*0" L v
= b*0T Lyv = Nb?

N _
d’oﬁbz:l:,/% et a = &4/ NS.

On calcule alors

N -1 vN -1 1
T Dz = a®*u” Du + 2abu” Dv + V0T Dv = ——a? — 2ab~—— + b* —
N N N
1
= = ((N )N —s)£2¢/5(N - 1)(N —s) + s)
1
= = (N(N 1) (N —2)s+2y/5(N — 1)(N — s)>
N —s S ,
En prenant a = 4/ N et b= MN, on a donc trouvé x € Ey, (La) ® Ex,(La) tel que
1
od(@)=s ot ohle) =5 <N(N 1) = (N —2)s —2¢/s(N - 1)(N — s)) .
Notons alors x = (z1, 2, ..., T2).
N — N -1 vVN —
Onamlz\/ S—I—\/S< )etazgz 5 Vs .
N N N NvN -1

Montrons qu'il existe a € R* tel que x soit vecteur propre de M («) associé a la valeur propre p,.
Soit a € R* et A€ R. On a :

0 (N — 1)(331 — 1‘2) T

T — (21 — ) T
Ma)x= e Dr—aljz = < | | | —« . =\

T2 —(x1 — x2) T2

o {xl)\ + (N —=1)(x1 —x2)a=0 (9)

oA — (21 — x2)ar = 9

. . . —1 . . .
x1 = x9 si et seulement si s = 0 et on sait que y_(0) = N par Q21, donc l'expression de I’énoncé est

correcte pour s = 0 et on peut considérer que x1 # zo.
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1 + (N — 1)zg = 0 si et seulement si x € FE), (L), donc si et seulement si s = N et on sait que
v—(N) = N par Q21, donc l'expression de 1’énoncé est correcte pour s = N et on peut considérer que
xr1 + (N — 1)3}2 7& 0.

Alors
(N — 1)x2 —T1T2

nt (N =Dz T =)@+ (N = Do)

(S)e A=

1 # 0 car s = 0 et s = N est impossible. De plus 2o = 0 & s = N — 1 or on a vu en Q22 que
v—(N — 1) = 0 donc P'expression de ’énoncé convient pour s = N — 1.

On peut donc supposer que s # N — 1 et on a x9 # 0.

—X1T2 .
Alors o« = 0 et x est vecteur propre de M («) associé a la valeur propre
o1 —12) (@ + (V = D) # prop (@) prop
\ = (N — 1)1‘2
N 1 + (N— 1):1,‘2'
On calcule alors A — (1 — «) pour montrer que A\ = pu, :
N-1 -
Ae(l—a) = Jrz 4 Tt
x1+ (N — 1)z (1 — m2) (21 + (N — 1)229)

(N — 1)1’2(1‘1 — IL‘Q) — (:L'l — 132)(:131 + (N — 1)$2) — X122
o ($1 — $2)(IE1 + (N — 1)1’2)
2

(r1 — x2)(z1 + (N — 1)z2)

IRE R
N NN -1
et z1 + (N —1)zg =N —s>0donc A — (1 —a) <0et A= pu, par Q29.

0

or r\ — I =

On conclut par Q26 que y_(s) = v (0%(z)) = 03,(z) = % <N(N —1)— (N —2)s —2¢/s(N = 1)(N — s)),

ce qui acheve la démonstration.
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