Corrigé rédigé par Gentiane Bichard (PCSI Compiegne), relu par Frangois Carru (PC Enghien).

EPREUVE DE MATHEMATIQUES PC 2 MINES 2001
PREMIERE PARTIE

I-1. Solution de I’équation différentielle définie sur toute la droite réelle :

a. Soit fy:x+— 1+ ZOO anx™ solution de Ey sur |[—R, R[, alors sur cet intervalle, /x est de classe

C> et sa dérivée premitre est la somme de la série dérivée Y 7 na,z" "', sa dérivée seconde est la
somme de la série Y07 ,n(n — 1) a,a™ 2
On a donc

xz (n—1)a,z"” (l—x)inanx"_l—)\<l+§:anx">:O
n=1 n=1

ce qui aprés arrangement donne : Y o, ((n + 1)2 ant1 —(n+A) an) " —A+a; =0

. i a; =\
D’otlt (an),cn- est la suite définie par { Vn =1, ani = (::32% : on a donc pour tout n > 1 :

Or y (B2
- (711!)2 A
On aura en particulier :

Ay =

x>:1+2%:
n=1

Jfo=1
faa@)=1—-x

1
foo(@)=1-2x+ 5:52

b. fn est un polynome si et seulement si la suite (an), oy est nulle a partir d’un certain rang. D’apres
I'expression de a, précédemment déterminée, on en déduit que f est un polynome si et seulement
siil existe n € Ntel quen+A=0;
d’ou ‘ fx est un polynome si et seulement si —\ € N ‘

1 _Oiiten

an = =2

, formule qui reste valable si p = 0, puisqu’alors

Lorsque A = —p, avec p € N, on a pour tout n >

— —1)! —1)p
p—1 (1&)!)12)- (—p) = ( pl!)

—p), donc

sip > 1, alors a, = (—1)
ap = 17
d'oltap #0, et apy1 =0, puisVn=2p+1, a, =0,

(=?
p!

d’ott | f—,, est un polynoéme de degré p et de coefficient dominant

c. Supposons que fy ne soit pas polynomiale, alors pour tout n € N, a,, # 0 (car d’aprés I'expression
trouvée pour ay, la suite (a,), oy est nulle & partir d’un certain rang si et seulement si il existe un
entier n pour lequel a,, = 0)

et on a alors #4+L = (::_FSQ — 0 ; la régle de d’Alembert permet alors d’affirmer que la série entiere

o0
> nr 1 ana™ a pour rayon de convergence

I-2. Solution de I’équation différentielle F; :

a. On effectue le changement de fonction inconnue z = y’ — y ; I’"équation F; se transforme en une
équation différentielle linéaire du premier ordre en z :

2 +2=0

2 . , . . _ [ d=z .
Sur ]0, co[, cette équation est résolue en z, et a pour solutions les fonction du type z — ae ]2 , soit
x— 7, avec a € R.
On revient alors en y : 3’ —y = £ ; c’est encore une équation différentielle linéaire du premier ordre

résolue en y, mais qui n’est plus homogene ; on applique la méthode de variation de la constante, en
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ae ”

cherchant y sous la forme ¢ () e®, ce qui conduit & I’équation ¢’ (z) =
¥ T

Finalement, on peut conclure que f; est une fonction du type |z +— ae” f %dH— be® |, ol a et b

sont des réels quelconques.
Autre méthode : on remarque que x +— e est solution de ’équation et on cherche les solutions sous

la forme x — z (z) €®.

b. La résolution sur |—o00,0[ est la méme, et on obtient les solutions sous la forme

T — ae” ffl %dt + Be” | ou « et B sont des réels quelconques.

et ) . ' . et 1 . T ot T dt
c. t— S— n’est pas intégrable sur ]0,1] et <~ o T donc lorsque  — 0, on a : [; &—dt o J; &=

Inz, et donc lim e” [# € dt = —oo ; de méme, lim e” [* Cdt = —o0 ;

Si ¢ est solution de E; sur R, sa restriction a ]0, +o0o] est solution de E; sur ]0, +oo[, sa restriction
a |—00, 0[ est solution de E; sur |—oo, 0[, et de plus ¢ est continue en 0, d’oti si ¢ est solution sur R,
alors nécessairement il existe un réel a tel que ¢ : x — ae” sur R* et donc aussi en 0 par continuité.
Réciproquement, il est aisé de vérifier que les fonctions = — ae® avec a € R sont solutions de Fq sur
R

Conclusion : ‘ les solutions de E; sur R sont les fonctions x — ae® avec a € R

I-3. Relation entre les fonctions f) :

a. fx est solution de Ey : zy" + (1 — )y’ — Ay = 0 sur R.
gx est définie par gy () = e fx (—x), donc gy est deux fois continiiment dérivable, et on a :

(@) =e"gr(—z), [fi(z)=e"(ga(—2)—g)(—2)), [N (z)=e"(gr(—2)— 20} (—2)+ g} (—2))
on a donc la relation :

—z (gx (x) = 295 () + X (2)) + (1 + 2) (92 () — g5 (z)) — Aga () = 0 ou encore :
zgx () + (1 —z) gy (2) + (A = 1) g (z) = 0

ainsi, gy est solution de ’équation différentielle du second ordre :

[y + (1= 2)y — (1= Ny =0

b. Ce qui signifie que gy est solution sur R de I’équation Ej_y, or gx (0) = fx (0) = 1, de plus gy est
produit de deux fonctions développables en séries entiéres sur R, donc gy est développable en séries
entieres sur R. Ainsi, gy est solution développable en séries entieres sur R de E) telle que gy (0) =1,
donc par unicité (admise dans 1’énoncé) on peut affirmer gy = fi_», ce qui démontre la relation
vérifiée par tous réels A et z :

/i =M @) =e"fr(-o)]

c. Soit p € N* ;
D’apres la relation précédente : Vo € R, f, () =€ fi_p (—2) ;
n—1
or d’apres I-1.  fi_, est la fonction polynomiale z — 1 + Zﬁ;ll anz" ou a, = Hﬁb(j;g;m =
n (p—1)! R
(=" i 4ot

— —1)! n, T
Ve ER, fp(z)=et+2 =17 Ryt

en particulier pour tout réel x :

f2(z) = €® +zeetfs (x) = e® + 2xe” + La%e”

d. Soit p un entier supérieur ou égal & 1, alors pour tout réel x : fpi1 (x) = " f_p (—2) et fp (z) =
e” fi_p (—x), de plus, f_p et fi_p, sont des polynémes de degré respectif p et p—1, donc au voisinage

de +00, zf, (z) ne s’annule pas et ainsi I’expression j;;pl((j)) est correctement définie. D’apres I-1.b.

on peut alors préciser :

(=D*
Jp+1 () ~ p! z?

oy (@) = hee GO
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dott| lim L@ _ -1
x—+00 pr(r) p

I-4. Application & une équation aux dérivées partielles :

On pose F (z,y,2) = \}—f,\(r),otlr: V2 +y% + 22, alorson a : %(m,y,z):f
B (w,y,2) = =3 3 fr () +ar 5 f (r) = ar™3 (=5fa (r) + 7} (r)) , puis
0*F 5 5 bz’ _z 1
G @) =orE (<L KO+ ER0 e ) + (8- 55T ) ((ga 0 o)

= (5527'_%) S () + (%27"_% +r8 - ngr‘%>
= (@8 g+ (-2t E) o+ (F = S ) (<50 0)

on en déduit par symétrie que :

PF 92°F  0°F 1, 1, 11
(7 + a7+ ) (2) = RO+ K0V~ T )

pulS _;%_z (33 Y,z ) - \1/F (%f)\ (T) _rfé\ (T)) et #F (:Caya Z) = ﬁ;f)\ (T) ) d’on

32F+32F+82F_£8_F
0x2  Oy: 022 2z 0z

1 1" b —7r) 5 (r) +
:ﬁr)‘(r)_FT\/F(l ) (r) + \/‘(fA()>

1
— L (- B+ 5R0)
donc si F est solution de 'équation aux dérivées partielles (P) alors rf{ (r) + (1 —r) f{ (r)+ 3/2 (r) =0

pour tout 7 € R*, d’ott on choisit | A = 3

SECONDE PARTIE

II-1. Classique : [,11 = [,F sin®*? 0df = f sin® 0 (1 — cos?0) df = I, — [.F sin® @ cos® 60 ;

T 2p _ | sin?Ptle 5 sin?Pt2 9
or [ sin® § cos? 0 = [ 937 oso] IS U

Iy = %, donc une récurrence élémentalre permet d’établir que

WeN I=21

1
@F> (z,y,2)

2p+1
2p+QI

Ipyr s dou| Iy = ; par ailleurs

II-2. Relations entre les fonctions ¢ et fi/; :

a. La fonction (z,0) — e**** ¢ est continue sur R x [0, 2], donc ¢ est définie continue sur R.

On a en fait : (z,0) — e sin” 0 et de classe C° sur R x [0, 2] donc ¢ est également de classe C*°
sur R et de plus

vk eN o) (@) = [F 2 () a9 = ) (@) = [} sin ger 0y,

b. Déterminons déja le développement en séries entieres de x — e” sin®6
2 20 .
ersin” 0 — Z:i% %x" pour tout x € R et tout 4 € [0, %] , or cette série est normalement conver-
. . in2"
gente en 6 et ceci pour tout z, puisque HG — %x"

Ve eR ¢ (z) = Y07 Han

= L. donc par intégration en 6, il vient :
n:
o0

2n+41 1
An1 Int2 1 2n+1 ntg AT o
Posons v, = 45, alors 22l — 2m22 — 1 GiD? = Ty done (an), oy et (an), oy vérifient la méme

relation de récurrence, et on a o, = Fa, (en regardant au rang initial n = 0) ; d’out

II-3. Encadrement de ¢ (z) :
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a. Par convexité de exp, Vo € R €* > 1 + x (le graphe de exp est situé au-dessus de ses tangentes, en
particulier au-dessus de la tangente en (0,1))
et donc pour tout réel u <1, e ™ >1—wu >0, d’ou en inversant :

Vu < 1, ev <

N.B. On peut aussi faire une étude sommaire de z — (1 — z)e® — 1

b. Notons déja que I’hypothése z < 1 assure que 6 — 1 — zsin?6 ne s’annule pas et donc que
127 est définie continue sur [0, Z], ce qui justifie Iexistence de J (z).
Ensuite, les régles de Bioche invitent a effectuer le changement de variable ¢ = tan 6, ce qui est justifié

par le fait que 6 — tan 6 est C'-bijectif de [0, Z[ sur [0, +oo]

0 —

q + + s
Alors il vient J(z) = [ ——A—< -t — [T _dt__ . onfin on utilise encore le C'-
0 To(1-1ky) TH 0 ITF(l-a) o
1-%—tE
dv
s . . _ . . _ rtoo iz 1 +oo _ 1 .
difféomorphisme : v = ty/1 —z et on obtient : J(z) = [ {5 = A [arctanv]; ™ = § ==

finalement, on a démontré :

—_rm_1
J (:C) T2 /1-=
\ 7’ in2 N . . ’
c. D’apres II-3.a, pour tout réel z < 1, 50 < m, d’ol par croissance de 'intégrale, pour

tout réel x < 1, @ (x) < J(x) ; par ailleurs, exp étant & valeurs strictement positives, on a pour
tout réel z, 0 < ¢ (x), et donc en utilisant le résultat de II-3.b :

Vi<l 0<o(x) <3 L

1—x

d. Posons u = sinf, C'-bijectif de [0, 5[ sur (0,1 alors ¢ (z) = fo 1 , puis on effectue le
changement Cl—bijectif v = y/—zu, alors p (z) = \/_—r fo \/=2dv, et 142 ; < 1 puisque < 0
1+2

donc fo \/1+—— fo e=*dv ; de plus , puisque z < —1, on a fo e dv > fol e dv ;

posons alors A = fo e‘”de, A > 0 et on peut conclure pour tout réel z < —1 : | (z) > A

p

e [, = 2 ; or pour tout réel z strictement inférieur 4 1: 0 < ¢ (z) < 2 \/— donc

Ve<1l 0< fija(x) < \/11_—1, d’ot1 le théoréme d’encadrement des limites assure que
Sz (#) =0

Cependant la minoration ¢ () > \/— pour < —1 montre que ¢ n’est pas intégrable sur |—oo, —1],

donc ‘ J1/2 n'est pas intégrable sur |—oo, —1] ‘

II-4. Etude d’une fonction £ :

mlrx

a. On a en fait h(z) = 2 fO% 50”090 d’apres les questions précédentes.

D’ou

/ —% 1 2sin? O)doz 2/5 6_%(COS 6 —sin O)do
T Jo

/ 1

™

Z cos 20d9

>\|t\> >n|w

/ 6_% cos tdt (Changement t= 29)
0

puis [ e~ 3 stdt = ff e~ oostqy +f% e~ eostqy, malsf ez costdt = f % ©sudy (en ayant posé

u—mn—t),donc h(z) =1 (fO% e~ T oostdt 4 fo ez COS“du) = %fo ch (£ cos ) df ; en particulier, cela

démontre que et de plus on a obtenu pour tout réel z : | (z) = 2 fO% ch (% cos 0) do

b. Pour tout réel positif z et tout réel 6 € [0,Z], ch(z<2f) > Le £ >0, donc
he)> 2 [Ferdp > L [T erPag > fer?

On en déduit que hm h(x)=+oc0et lim @ = +00

r——+00 r——+00
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z — ch (295%) est croissante sur Ry (par croissance de ch sur RY).
(donc décroissante sur R_

c. Pour tout 6 € [0, g] ,
Par croissance de l'intégrale, on en déduit que h est croissante sur R
par parité de h) ; h est C*°sur R, donc A’ (0) =0
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