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A. Prolongement harmonique
1) f est continue sur le compact T donc elle est bornée, Im > 0,Vz € T,|f(z)] < m d’ou
len| < m,Vn € Z puisque |f(e)e™™| < m. Alors Vn > 0,|c,2"| < m|z|® et |c_,Z"| < m|z|"
et par suite les deux séries chz” et Zc_nfn sont absolument convergentes sur D donc

n >0 n >0
convergentes.

2) Soit (z,y0) € Dona:yy €] —1,1[ et mg € I =] — V1—92,v1 -4
L’application hy, : z — a,(z + iyo)™ est de classe C! sur I et Vo € I,Vn >0
Rl (x) = na,(x+iyo)" 1, et la série Z h! converge normalement donc uniformément sur tout

n>1
segment [a,b] de I puisque |z + iyo|? < |¢|? + |yo|?> < 1,00 ¢ = max(a,b).
oo

~ S
Alors z — S(z+1iyp) = E an(z +1iyo)"™ est de classe C! sur I en particulier 8—(:60, Yo) existe
x
n=0

et vaut Z nan(zo +iyo)” " de plus (z,y) € D — Znan(m +iy)" ! est continue sur D car

n=1 n=1
[e.e]
composée des deux fonctions continues (z,y) € D+— x4+ iy et z € D — Z nanz""1.
n=1
3) En raisonant de la méme maniére que dans 2) sur I =] — /1 — x2,1/1 — 22| en fixant

xo €] — 1,1, on montre que S admet une dérvée partlelle par rapport a y en (x,y) et vaut
o0

g nay,(x +iy)" "' qui est continue sur D. On en déduit alors que S est de classe C* sur D.
. . . S - n
Maintenant si on pose b, = (n+1)ap4+1 et ¢p, =i(n+1)ayy1 ona: a—(m,y) = g b (z +1y)
x

o0 o0 o0
) = ch(:v +iiy)". 51 = anz" et Sy = chz” sont les sommes de deux séries
n=0

n>0 n>0
o0
entieres de méme rayon de convergence que g a,z" quiest > 1, et donc d’apres ce qui précéde
n>0

/S\I et :S’; sont de classe C? sur D. De plus :

928 0 [ e > -
w(x,y) =9 <Z nan(z + iy) 1) = nan(n—1)(z +iy)" " et

n=2

2Q 00
?) g( < Znan (x +iy)" 1) = —Znan(n— 1)(z +iy)" 2.

n 2
Nous déduisons alors que Vz € D, AS (2) =

4) Si on note S; = Z cp2" et So = Z c_pz", on a S1 et Sy sont les sommes de séries entieres
n=1
de rayon de convergence 1 donc sont de classe C? sur D d’ apres 3)

et Vz € D,ASi(z) = ASi(z) =0, et g(z,y) = co + S1(z,y) + Sa(z, —y) donc gr est C? sur D
et V(z,y) € D,Agy(z,y) =0 dou Vz € D, Ags(z) = 0.



5) pour z € Don a:

it —it 00
e +2z 1+4ze i i s
- =7 — = (1+ze ) E e car |z | < 1
et — z —ze
n=0

[eS)
_ § :Zn f'mt_i_E :ZnJrlefz(nJrl)t
n=0
[eS)
_ n  —int n —int
= Zz e —i—Zz e
n=0 n=1
9]
= 1—1—25 Zle
n=1

de méme
" +z = 1 9 n _int
e—it _% + Z'Z
et alors P,(t) =1+ Z it gzt Qo

L[ it T o it int 1M & it int

— P, (t)dt = — "2e Tt + — e )z"e™dt

o | SR =0 o [ 5 sz +27r/_7r;f( )

reste a justifier I'integration termes atermes :

Vt € [-m,7], Vn €N, |[f(e?)z"e ™| < m|z|" et Zm\z|” converge car |z| < 1 donc
n>1

E f(e ’t converge normalement donc uniformément sur [—m, 7] et par suite

n>1
Z f(eit)znefintdt < / f zt zntdt> — Z cn2"
T =1 n=1
On prouve de méme : / Z f(et)ztemtdt = Z c_pz".

n=1
1
On a alors g¢(z) = — f(e YP,(t)dt.
27 J_,
1 [T . ‘
6) les coefficients de Fourier de p,, sont r € Z, ¢, = o eMedt = n,r alors :
TJ_
Gpn (2) = cpz™ = 2" de la méme fagon on trouve gy, (2) = c_pz" =z"
1 T
% Pz(t)dt = ng(z) =1.
: I+u  (I+uw(d-7u) 1+u—u-—]|u?
SiueD, = = d :
He 1—u 1 — ul? 11— ul? one
1 1— |ul?
Re tu) [l >0 car u —u € iR.
1—u |1 —ul?

it 1 —it )
SiteR: P.(t)=Re €,+Z = Re Le, > 0 car ici u = ze'* € D.
et — 2z 1—ze'
7) Soit z € D (si g est continue sur 7" on notera N(g) = sup |g(z)])
2€T

esizeT, |G (2)=Gr(2)| = |fu(2) = [(2) < N(fn = f).



esize D

Gy, (2) = Gp(2)] = lgy,(2) — g5(2)]
o [ Gl = 1) Py

N

/ [l <e“>\Pz<t>dt (P.(t) > 0)

< 7N(fn_f) z(t)dt:N(fn_f)

—T

Alors Vz € D, |Gy, (2) — G¢(2)| < N(f,, — f) d’olt la convergence uniforme de Gy, vers Gy.
8) L’application h : t — f(e") est continue sur R 27-périodique, d’apres le deuxieme théoréme
de Weierstrass il existe une suite (h,)n,>0 de polyndmes trigonométriques 27-périodique qui

converge uniformément vers h. On note pour n >0 h,(t) = ap + Z ape*t + Z be Kt

Pour z € T on pose fp(z —ao—l—Zakz —i—Zbkz etsoit zeTetteR:z=¢"ona:

[fn(2) = F(2)| = [ha(t) = h(D)] <] b — 1 lloo don N(fn = f) <l hn = h [loo et donc : _
(fn)n converge uniformément sur R vers f, d’apres 7) (G . )n converge uniformément sur D

dn
vers Gy et d’apres 6) Gy, = fy car fp, = ap+ Z axpr + Z brqi donc les Gy, sont continues,
k=0 k=0

donc Gy est continue.
9) Soit z =z + iy € D comme AG(z) =0, Au(z) =4 >0
u est continue sur le compact D a valeurs dans R donc bornée et atteint ses bornes, en

particulier, 329 € D : u(z9) = maxu(z). On pose z9 = a + ib et on suppose que zg € D,
zeD

Vapplication h : = +— u(z + ib) définie sur [—v1 —b%, /1 — b?| atteint son maximum en
€] —v1—-0b%v1—0b* donc h”(a) <0 (si h”( ) > 0, h serait srict convexe au voisinage de a

2,
a,b) < 0 on vérifie de méme que a,b) <

0?u
i at
or Au(z) > 0, absurde, alors zy € T', et donc :
Vze D, wu(z) <u(z)=G(20)+elzo]l = f(20) +e=¢.
10) On déduit de 9) que Vz € D, G(z) < G(2)+¢|z|> < ¢ et comme —G vérifie aussi (a1),(a2)
et (a3), alors Vz € D, |G(2)| < &, ¢ est arbitraire donc G = 0.
Si G est a valeurs quelconques, Re(G) et Im(G) sont a valeurs réelles et vérifient (aq),(a2) et
(az), d’apres ce qui précede elles sont nulles et donc G est nulle.
Si maintenant f est quelconque et G vérifie (a1),(az) et (a3), alors G—G vérifie aussi (a1),(a2)

et (a3), et sa restriction a T" est nulle donc elle est nulle et G = GY.

et h(a) ne serait pas maximum) on a alors

B. Deux applications
G 0G
11) G est de classe C? sur D et e (x,y) = e*cosy, W(m,y) = —e%cosy, d’out AG = 0.
Y
Pour tout = + iy € T on pose f(x + iy) = e*cosy, comme G vérifie (a;),(az) et (as3), alors
G =Gy.
s ™

1 , ~ 1 A
les coefficients de Fourier de f sont ¢,, = Py flete ™dt = o / e“tcos(sint)e " dt
™

d’autre part pour tout z =x +iy € D :

1 Ie= 2" 1%
_ iy — T (omti —iyy — © -
gf(z) = Re(e™W) = 2(690 W etTW) = 5 EO + EO

- T )

Alors ¢y =1 et pour n € Z* cn:W
n|!



12)

13)

=) Soit D(a,R) C U, pour z € D on pose G(z) = u(a + Rz) et pour z € T f(z) =
u(a+ Rz). On a puisque u est de classe C2 et Au = 0 sur D(a, R) donc G = Gy, et d’apres

1 (7 :
5)Vz € D(a,R), g5 (35%) = o f(e’t)P% (t)dt et donc :

u(z) = u(a+ R52) = g5 (332) = o= /ﬂ u(a+ Re)Pz_a (t)dt

2 J_,
<=) Nous allons prouver que u est de classe C2 sur tout disque D(a, R) C U et que Au = 0
sur D(a, R) ce qui entrainera que u est de classe C? sur U, et Au = 0 sur U. Soit D(a, R) C U

Papplication f : z — u(a + Rz) est continue sur 7" d’apres 5) :
™

1 7 ; 1 .
Vz € D(a,R), g5 (%5%) = o | f(e”)P% (t)dt = o u(a + Relt)P% (t)dt = u(z)

et comme gy est de classe C? et Agy = 0 sur D, u est de classe C* et Au =0 sur D.

—T

7'('

Soit a € U;R > 0: D(a,R) CU on a : uy(2) 1/ un(a + Re®)P.—a (t)dt et :

= o2r
—r R

= [ (ot Bt~ ulat Re) Pera @0dt] <1ty =0 o 0

—Tr

donc up(z) converge vers 5- / u(a 4+ Re")P:—a (t)dt de P'unicité de la limite on déduit

R

—T

que : u(z) = 217r/ u(a + Reit)P% (t)dt et d’aprés 12) u est de classe C2 et Au =0

—T

C. Propriétés duales

14)

15)

16)

17)

(c1) : Si ¢y, et ¢, sont les coefficients d’indice n de f1 et fo respectivement, alors e, + ¢,
est celui de Af; + fo (linéarité de l'integrale), donc ¢, est linéaire.
(c2) et (c3) se déduise immédiatement de 6).

¢, et ¢ coincident sur {p,,q,/n € N} donc sur vect{p,,q,/n € N} et puisqu’elles sont
linéaires et donc coincident sur vect{py,qn/n € N} = C(T') puisqu’elles sont continues
(linéaires en dim finie).

SoitueT

hw)]* = (2f
= (2f
= Af(u)® = 4f(WN(f) + N(f)* + X
<
<

et donc : sup |h(u)|?
ueT

si on note up € T : sup |f(u)| = f(uo)
ueT
(f > 0 et le sup est atteint car f est continue sur le compact T')

On vérifie que |h(ug)|> = N(f)? + A2 et alors sup |h(u)|* = N(f)? + A2
u€T

Onah=f+(—N(f)+i\po et comme ¢ est linéaire et p(pg) =1 on a :
o(h) = @(f) — N(f) + i\ d’ou en posant ¢(f) = a + ib

le(W)]* = (a=N(f)+i(A+b)(a—N(f) —i(A+0))
= (a=N(f)*+ (A +b)?
= a®>+ N(f)2=2aN(f) + 2 +2)b+b?

Or ¢ vérifie (¢4) d’ott on a pour tout A € R :

a2+ N(f)2—2aN(f) + 22 +2Xb+b? < N(h) = N(f)? + \?

ca-d VA € R:2\b+a? —2aN(f) +b*> <0 doub=0et a(a—2N(f)) <0

donc ¢(f) € R et puisque ¢ vérifie (c4) a = ¢(f) < N(f) donc a — 2N (f) < 0 et alors
a=¢(f)=0.



18) Si f est réelle N(f) — f > 0 donc p(N(f) — f) est un réel positif et donc N(f) — ¢(f) € R
(¢ est linéaire et p(po) = 1.) On en déduit que p(f) est un réel.
Soit f € C on pose f = fi1 +ify (f; réelle)
p(f) = w(fi=if2) = o(fi) —iv(f2) = ¢(f1) +ip(f2) = ¢(f) les fi sont réelles. En
particulier ¢(gn) = ¢(Gn) = @(pn) = 2" d’olt p(g,) = Z" alors ¢ vérifie (c1), (c2) et (c3),
d’apres 15) ¢ = ¢,.




