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correction proposée par Abderrahim Rais

A. Prolongement harmonique
1) f est continue sur le compact T donc elle est bornée, ∃m > 0, ∀z ∈ T, |f(z)| 6 m d’où
|cn| 6 m,∀n ∈ Z puisque |f(eit)e−int| 6 m. Alors ∀n > 0, |cnzn| 6 m|z|n et |c−nzn| 6 m|z|n
et par suite les deux séries

∑

n>0

cnzn et
∑

n>0

c−nzn sont absolument convergentes sur D donc

convergentes.
2) Soit (x0, y0) ∈ D̃ on a : y0 ∈]− 1, 1[ et x0 ∈ I =]−

√
1− y2

0,
√

1− y2
0[

L’application hn : x 7→ an(x + iy0)n est de classe C1 sur I et ∀x ∈ I,∀n > 0,

h′n(x) = nan(x+ iy0)n−1, et la série
∑

n>1

h′n converge normalement donc uniformément sur tout

segment [a, b] de I puisque |x + iy0|2 6 |c|2 + |y0|2 < 1, où c = max(a, b).

Alors x 7→ S̃(x + iy0) =
∞∑

n=0

an(x + iy0)n est de classe C1 sur I en particulier
∂S̃

∂x
(x0, y0) existe

et vaut
∞∑

n=1

nan(x0 + iy0)n−1 de plus (x, y) ∈ D̃ 7→
∞∑

n=1

nan(x + iy)n−1 est continue sur D̃ car

composée des deux fonctions continues (x, y) ∈ D̃ 7→ x + iy et z ∈ D 7→
∞∑

n=1

nanzn−1.

3) En raisonant de la même manière que dans 2) sur I =]−
√

1− x2
0,

√
1− x2

0[ en fixant
x0 ∈] − 1, 1[, on montre que S̃ admet une dérvée partielle par rapport à y en (x, y) et vaut
∞∑

n=1

nan(x + iy)n−1 qui est continue sur D̃. On en déduit alors que S̃ est de classe C1 sur D̃.

Maintenant si on pose bn = (n+1)an+1 et cn = i(n+1)an+1 on a :
∂S̃

∂x
(x, y) =

∞∑

n=0

bn(x+ iy)n

∂S̃

∂x
(x, y) =

∞∑

n=0

cn(x + iy)n. S1 =
∞∑

n>0

bnzn et S2 =
∞∑

n>0

cnzn sont les sommes de deux séries

entières de même rayon de convergence que
∞∑

n>0

anzn qui est > 1, et donc d’après ce qui précéde

S̃1 et S̃2 sont de classe C2 sur D. De plus :
∂2S̃

∂x2
(x, y) =

∂

∂x

( ∞∑

n=1

nan(x + iy)n−1

)
=

∞∑

n=2

nan(n− 1)(x + iy)n−2 et

∂2S̃

∂y2
(x, y) =

∂

∂x

(
i
∞∑

n=1

nan(x + iy)n−1

)
= −

∞∑

n=2

nan(n− 1)(x + iy)n−2.

Nous déduisons alors que ∀z ∈ D, ∆S(z) = 0.

4) Si on note S1 =
∞∑

n=1

cnzn et S2 =
∞∑

n=1

c−nzn, on a S1 et S2 sont les sommes de séries entières

de rayon de convergence > 1 donc sont de classe C2 sur D d’après 3)
et ∀z ∈ D, ∆S1(z) = ∆S1(z) = 0, et g̃f (x, y) = c0 + S̃1(x, y) + S̃2(x,−y) donc g̃f est C2 sur D̃

et ∀(x, y) ∈ D̃,∆g̃f (x, y) = 0 d’où ∀z ∈ D,∆g̃f (z) = 0.
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5) pour z ∈ D on a :

eit + z

eit − z
=

1 + ze−it

1− ze−it
= (1 + ze−it)

∞∑

n=0

zne−int car |ze−it| < 1

=
∞∑

n=0

zne−int +
∞∑

n=0

zn+1e−i(n+1)t

=
∞∑

n=0

zne−int +
∞∑

n=1

zne−int

= 1 + 2
∞∑

n=1

zne−int

de même

e−it + z

e−it − z
= 1 + 2

∞∑

n=1

zneint

et alors Pz(t) = 1 +
∞∑

n=1

(zne−int + zneint) d’où :

1
2π

∫ π

−π
f(eit)Pz(t)dt = c0 +

1
2π

∫ π

−π

∞∑

n=1

f(eit)zne−intdt +
1
2π

∫ π

−π

∞∑

n=1

f(eit)zneintdt

reste à justifier l’integration termes àtermes :
∀t ∈ [−π, π], ∀n ∈ N, |f(eit)zne−int| 6 m|z|n et

∑

n>1

m|z|n converge car |z| < 1 donc

∑

n>1

f(eit)zne−int converge normalement donc uniformément sur [−π, π] et par suite

1
2π

∫ π

−π

∞∑

n=1

f(eit)zne−intdt =
∞∑

n=1

(
1
2π

∫ π

−π
f(eit)e−intdt

)
zn =

∞∑

n=1

cnzn.

On prouve de même :
1
2π

∫ π

−π

∞∑

n=1

f(eit)zneintdt =
∞∑

n=1

c−nzn.

On a alors gf (z) =
1
2π

∫ π

−π
f(eit)Pz(t)dt.

6) les coefficients de Fourier de pn sont r ∈ Z, cr =
1
2π

∫ π

−π
einte−irtdt = δn,r alors :

gpn(z) = cnzn = zn de la même façon on trouve gqn(z) = c−nzn = zn

1
2π

∫ π

−π
Pz(t)dt = gp0(z) = 1.

Si u ∈ D,
1 + u

1− u
=

(1 + u)(1− u)
|1− u|2 =

1 + u− u− |u|2
|1− u|2 donc :

Re

(
1 + u

1− u

)
=

1− |u|2
|1− u|2 > 0 car u− u ∈ iR.

Si t ∈ R : Pz(t) = Re

(
eit + z

eit − z

)
= Re

(
1 + ze−it

1− zeit

)
> 0 car ici u = zeit ∈ D.

7) Soit z ∈ D (si g est continue sur T on notera N(g) = sup
z∈T

|g(z)|)
• si z ∈ T, |Gfn(z)−Gf (z)| = |fn(z)− f(z)| 6 N(fn − f).
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• si z ∈ D

|Gfn(z)−Gf (z)| = |gfn(z)− gf (z)|
=

∣∣∣∣
1
2π

∫ π

−π

(
fn(eit)− f(eit)

)
Pz(t)dt

∣∣∣∣

6 1
2π

∫ π

−π

∣∣fn(eit)− f(eit)
∣∣ Pz(t)dt (Pz(t) > 0)

6 1
2π

N(fn − f)
∫ π

−π
Pz(t)dt = N(fn − f)

Alors ∀z ∈ D, |Gfn(z)−Gf (z)| 6 N(fn − f) d’où la convergence uniforme de Gfn vers Gf .
8) L’application h : t 7→ f(eit) est continue sur R 2π-périodique, d’après le deuxième théorème

de Weierstrass il existe une suite (hn)n>0 de polynômes trigonométriques 2π-périodique qui

converge uniformément vers h. On note pour n > 0 hn(t) = a0 +
dn∑

k=0

ake
ikt +

dn∑

k=0

bke
−ikt.

Pour z ∈ T on pose fn(z) = a0 +
dn∑

k=0

akz
k +

dn∑

k=0

bkz
−k, et soit z ∈ T et t ∈ R : z = eit on a :

|fn(z)− f(z)| = |hn(t)− h(t)| 6‖ hn − h ‖∞ d’où N(fn − f) 6‖ hn − h ‖∞ et donc :
(fn)n converge uniformément sur R vers f , d’après 7) (Gfn)n converge uniformément sur D

vers Gf et d’après 6) Gfn = fn car fn = a0 +
dn∑

k=0

akpk +
dn∑

k=0

bkqk donc les Gfn sont continues,

donc Gf est continue.
9) Soit z = x + iy ∈ D comme ∆G(z) = 0, ∆u(z) = 4ε > 0

u est continue sur le compact D à valeurs dans R donc bornée et atteint ses bornes, en
particulier, ∃z0 ∈ D : u(z0) = max

z∈D
u(z). On pose z0 = a + ib et on suppose que z0 ∈ D,

l’application h : x 7→ u(x + ib) définie sur [−√1− b2,
√

1− b2] atteint son maximum en
a ∈]−√1− b2,

√
1− b2[ donc h”(a) 6 0 (si h”(a) > 0, h serait srict convexe au voisinage de a

et h(a) ne serait pas maximum) on a alors
∂2u

∂x2
(a, b) 6 0 on vérifie de même que

∂2u

∂y2
(a, b) 6 0

or ∆u(z) > 0, absurde, alors z0 ∈ T , et donc :
∀z ∈ D, u(z) 6 u(z0) = G(z0) + ε|z0| = f(z0) + ε = ε.

10) On déduit de 9) que ∀z ∈ D, G(z) 6 G(z)+ε|z|2 6 ε et comme −G vérifie aussi (a1),(a2)
et (a3), alors ∀z ∈ D, |G(z)| 6 ε, ε est arbitraire donc G = 0.
Si G est à valeurs quelconques, Re(G) et Im(G) sont à valeurs réelles et vérifient (a1),(a2) et
(a3), d’après ce qui précède elles sont nulles et donc G est nulle.
Si maintenant f est quelconque et G vérifie (a1),(a2) et (a3), alors G−Gf vérifie aussi (a1),(a2)
et (a3), et sa restriction à T est nulle donc elle est nulle et G = Gf .

B. Deux applications

11) G est de classe C2 sur D et
∂2G̃

∂x2
(x, y) = excosy,

∂2G̃

∂y2
(x, y) = −excosy, d’où ∆G = 0.

Pour tout x + iy ∈ T on pose f(x + iy) = excosy, comme G vérifie (a1),(a2) et (a3), alors
G = Gf .

les coefficients de Fourier de f sont cn =
1
2π

∫ π

−π
f(eit)e−intdt =

1
2π

∫ π

−π
ecostcos(sint)e−intdt

d’autre part pour tout z = x + iy ∈ D :

gf (z) = Re(ex+iy) =
1
2
(ex+iy + ex−iy) =

1
2

∞∑

n=0

zn

n!
+

1
2

∞∑

n=0

zn

n!

Alors c0 = 1 et pour n ∈ Z∗ cn =
1
|n|!
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12) =⇒) Soit D(a,R) ⊂ U , pour z ∈ D on pose G(z) = u(a + Rz) et pour z ∈ T f(z) =
u(a + Rz). On a puisque u est de classe C2 et ∆u = 0 sur D(a,R) donc G = Gf , et d’après

5) ∀z ∈ D(a,R), gf

(
z−a
R

)
=

1
2π

∫ π

−π
f(eit)P z−a

R
(t)dt et donc :

u(z) = u
(
a + R z−a

R

)
= gf

(
z−a
R

)
=

1
2π

∫ π

−π
u(a + Reit)P z−a

R
(t)dt

⇐=) Nous allons prouver que u est de classe C2 sur tout disque D(a, R) ⊂ U et que ∆u = 0
sur D(a,R) ce qui entrainera que u est de classe C2 sur U , et ∆u = 0 sur U . Soit D(a,R) ⊂ U
l’application f : z 7→ u(a + Rz) est continue sur T d’après 5) :

∀z ∈ D(a,R), gf

(
z−a
R

)
=

1
2π

∫ π

−π
f(eit)P z−a

R
(t)dt =

1
2π

∫ π

−π
u(a + Reit)P z−a

R
(t)dt = u(z)

et comme gf est de classe C2 et ∆gf = 0 sur D, u est de classe C2 et ∆u = 0 sur D.

13) Soit a ∈ U,R > 0 : D(a,R) ⊂ U on a : un(z) = 1
2π

∫ π

−π
un(a + Reit)P z−a

R
(t)dt et :

∣∣∣∣ 1
2π

∫ π

−π

(
un(a + Reit)− u(a + Reit)

)
P z−a

R
(t)dt

∣∣∣∣ 6‖ un − u ‖∞−→ 0

donc un(z) converge vers 1
2π

∫ π

−π
u(a + Reit)P z−a

R
(t)dt de l’unicité de la limite on déduit

que : u(z) = 1
2π

∫ π

−π
u(a + Reit)P z−a

R
(t)dt et d’après 12) u est de classe C2 et ∆u = 0

C. Propriétés duales

14) (c1) : Si cn et c′n sont les coefficients d’indice n de f1 et f2 respectivement, alors λcn + c′n
est celui de λf1 + f2 (linéarité de l’integrale), donc ϕz est linéaire.
(c2) et (c3) se déduise immédiatement de 6).

15) ϕz et ϕ cöıncident sur {pn, qn/n ∈ N} donc sur vect{pn, qn/n ∈ N} et puisqu’elles sont
linéaires et donc cöıncident sur vect{pn, qn/n ∈ N} = C(T ) puisqu’elles sont continues
(linéaires en dim finie).

16) Soit u ∈ T

|h(u)|2 = (2f(u)−N(f) + iλ)(2f(u)−N(f)− iλ)
= (2f(u)−N(f))2 + λ2

= 4f(u)2 − 4f(u)N(f) + N(f)2 + λ2

6 N(f)2 + λ2 (f(u) 6 N(f))
et donc : sup

u∈T
|h(u)|2 6 N(f)2 + λ2

si on note u0 ∈ T : sup
u∈T

|f(u)| = f(u0)

(f > 0 et le sup est atteint car f est continue sur le compact T )
On vérifie que |h(u0)|2 = N(f)2 + λ2 et alors sup

u∈T
|h(u)|2 = N(f)2 + λ2

17) On a h = f + (−N(f) + iλ)p0 et comme ϕ est linéaire et ϕ(p0) = 1 on a :
ϕ(h) = ϕ(f)−N(f) + iλ d’où en posant ϕ(f) = a + ib

|ϕ(h)|2 = (a−N(f) + i(λ + b))(a−N(f)− i(λ + b))
= (a−N(f))2 + (λ + b)2

= a2 + N(f)2 − 2aN(f) + λ2 + 2λb + b2

Or ϕ vérifie (c4) d’où on a pour tout λ ∈ R :
a2 + N(f)2 − 2aN(f) + λ2 + 2λb + b2 6 N(h) = N(f)2 + λ2

c-à-d ∀λ ∈ R : 2λb + a2 − 2aN(f) + b2 6 0 d’où b = 0 et a(a− 2N(f)) 6 0
donc ϕ(f) ∈ R et puisque ϕ vérifie (c4) a = ϕ(f) 6 N(f) donc a − 2N(f) 6 0 et alors
a = ϕ(f) > 0.
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18) Si f est réelle N(f)− f > 0 donc ϕ(N(f)− f) est un réel positif et donc N(f)−ϕ(f) ∈ R
(ϕ est linéaire et ϕ(p0) = 1.) On en déduit que ϕ(f) est un réel.
Soit f ∈ C on pose f = f1 + if2 (fi réelle)
ϕ(f) = ϕ(f1 − if2) = ϕ(f1)− iϕ(f2) = ϕ(f1) + iϕ(f2) = ϕ(f) les fi sont réelles. En
particulier ϕ(qn) = ϕ(qn) = ϕ(pn) = zn d’où ϕ(qn) = zn alors ϕ vérifie (c1), (c2) et (c3),
d’après 15) ϕ = ϕz.
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