CCP 2003 Mathématiques 1
Partie 1
1. Va € R*, f_, = fa. On peut donc choisir a > 0.

2
9. T est période de f,.
o)

3. faest C®sur Ret Vo € R, f/(x) = —a’f, (z). Donc :

[fo est solution de I’équation différentielle 3" + oy = (]

C’est une équation linéaire homogene simple dont I’ensemble des solutions est :

R—>R
{ x — Acos (ax) + psin (ax) /)\MGR}

4. Vrel0,n], fo(z) =0« 3k € Z, om::g—i-lm
<:>erZ,:c:21+kE

ok +1)
@akeZ,x:u
2k2a1
@akeZ,x:u
ok 0
Or1+/{?E€[O,7T]<:>/{ZZOGt<77T<7T
2c0 0"

o=
S keNet2k+1<2(E+d)

2d — 1
<z>k€Netk§E—|—d . Donec :

1 2d—-1 1 1
e si £ =0, comme —= < < —, on n’a pas de solution de la forme T + /’{;E si d < — et une
2 2 2 2c0 « 2

solution pour k =0si d > 5

1
e si I/ > 1, on a les solutions obtenues pour £ = 0,1, ..., FE —1sid < 3 oupour k=0,1, ..., E si

d>

DO | —

On a donc :

DO |

1
F' solutions si d < 5 et ¥+ 1 solutions si d >

Partie 11

1. Supposons f, g T périodique oi T' € R™. On a alors :
Vo € R, cos(a(x +T)) +cos (B (x+T)) = cos (ax) + cos (fz) =
cos (aT') + cos (BT) =2 =
cos (aT) =cos (fT) =1=
dp, k € N*, oT = 2pm et BT = 2kw =
dp, k € N*, kaT' = pOT =
dp, k € N*, ka = pg

2 2k
Supposons dp, k € N*, ka = pf3 et posons T = 2 FW On a alors :

Vr € R, fa,g(x—l—T):cos(a(a:—i—T))%—cos(ﬁ(:?—l—T))

1



= cos (o + 2pm) + cos (Bx + 2kn)
= fap (z) et fop T périodique. Donc, j’ai montré :

l/a,s T périodique & dp, k € N¥, ka = pf|

2. Supposons dp, k € N*, ka = p. On a vu dans la question précédente quune périiode de f, 3 est
2T 2T
alors nécessairement multiple de — et de —-, plus petites périodes strictement positives de f, et de f3.
«

2 2k
Elle est donc de la forme o 27 En supposant p et k premiers entre eux, on obtient la plus petite
a

période strictement positive de f, 3. Dans ce cas :

Mo = pl, = KT}

: : , 27 27 : L . o
si on a aussi supposé que T, = — et T3 = — sont les plus petites périodes strictement positives de
«

p
fa-et fa.
3. fapest C®sur Ret Vo €R, [, (x) = —a?fo (x) — B2 f5(x) =
o (7) +042fa,ﬁ (z) = —OéQfa () = §° fﬁ( )+042fa( ) + o fg () =
o (@) + 0 fap (2) = (0" = §7) f5 (2). D

s+ o fas = (0 = 5°) f4

1"

4. On a alors f( + a2 f! aﬂ_ (oﬂ—ﬁQ)fﬁ =
fap + (a +5%) 12 +a25 fas = (02 = B°) f5 + B £ + 0B fay =
O+ (o2 + )f + 0282 fapy = (02— B2) (=32f5) + B2 (—02fa — B2 f5) + 0232 fu +
0‘252,]66 =
PO 4 (02 4 82) f O 4 028 fas = —2B2f5 + B f5 — 0202 fu — B f5 + 0262 fu + 2B f5 =

faiy + (@2 + ) J55 + 026 oy =

‘D’oﬁ, fa5 est solution de (E) : y™ + (a2 + 52) y@ + a2y = 0‘

5. 9+ (024 82) fP + a8 fo = ot fo — 0? (a2 + B°) fu + 2B f, = 0. Donc :

fa et de méme fz sont solutions de (F).

(fc/y)(dt) + (042"‘52) (f/)(Q +0425 fo= ( + (a + 0 ) —1-0425 fa) = 0. Donc :

fo, et de méme fj sont solutions de (E).

6. Supposons A, u, v, £ € R tels que A\fo + pufs +vf, +&f5 = 0. On a alors :

Vo € R, Acos (ax) + pcos (Bx) — avsin (ax) — B€sin (Bz) =0

Pour = 0, on obtient A + pu = 0.

En dérivant 2 fois et en faisant « = 0, on obtient a®X + 3°; = 0. On a donc le systéme linéaire:

)\+/”L:0 ’s ’ . 3 3
{ A+ B2 =0 d’inconnues A et p et de déterminant 5° — a® # 0 car o, 3 € R et a # 3. Donc

En dérivant 1 fois et en faisant z = 0, on obtient av + $*¢ = 0.
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En dérivant 3 fois et en faisant « = 0, on obtient o*v 4+ 3¢ = 0. On a donc le systéme linéaire:
2 2,
{ 345 i gé ;8 d’inconnues v et ¢ et de déterminant o?3” (52 —a?) #£0cara,f>0et a#f.
Donc v =¢ = 0.
On en déduit que :

‘(fa, fa, fl, fé) est une base de 'espace des solutions de (E)‘

Partie III
1. Vz € R, f(x) = cos (g) + cos ().

f étant 4w — périodique et paire, on peut en limiter I’étude a [0, 27]

2. Ve eR, f'(z) = —%sin (g) — sin ()

= —gsin (5) —2sin (3) cos ()
= %sm 5 sin 5 CoS 5
= —5 sin (g) (1 + 4 cos (g)) . D'ou :

1
vz € [0,27], f'(z) = 0 < sin (E) =0 ou cos (£> = ——
2 2 41
S rx=0o0uxz =271 oux=2arccos <_Z) . D’ou le tableau de variations :
T 0 To 2
fflx)[0 — 0 4+ 0
J@) 2 N\, flw) /O

1
3. Tg = 2arccos <_Z) .Dou :

f (zo) = cos (arccos (—%)) + cos (zo) . Or cos (o) = 2 cos? (%) —-1= —g. Donc

9

f (z0) = "3

4. D’apres le tableau de variations de f et la continuité de f, en utilisant le théoreme des valeurs
intermédiaires, on constate que :

9
e sicé [—g, 2] , I'équation f(x) = ¢ n’admet pas de solution
. 9 : . .
esic=—g, I'équation f(z) = ¢ admet une solution unique xg

9
esice } —3 O] , Péquation f(z) = ¢ admet exactement 2 solutions, I'une dans [0, z¢[ et 'autre dans
].TQ, 277']

e sic€]0,2], I'équation f(z) = ¢ admet 1 solution dans [0, z¢[

5. Vo € 10,27], f(x) =—1< cos(z) + cos (g) =—1
& 2 cos? (g) + cos (g) =0



& cos (g) =0 ou 2cos (g) + 1 =0. D’ou les solutions de I’équation :

I
7T —_—
"3
Vo € [0,2n], f(z) =0 < cos(x) + cos (g) =0
T
& cos () = cos <7r - 5)
<:>a::j:<7r— g) mod 27
m
S x = 5 oux =2
. D’ou les solutions de 1’équation :
21
—,2
3"
6. Dans le cas ou c € |— ,0] , 'équation admet 2 solutions distinctes x; et xo dans [0,27], d’ou %

9

8

et % € [0, 7] et u = cos (%) et v = cos (%) sont deux réels distincts. Or :
f(x) = c < cos(x) + cos (

2
x x
& 2cos? (5) + cos (5) —1—c=0.D’u u et v sont solutions de I’équation 2t> +t—1—c =0

d’inconnue ¢.
On en déduit :

1 T2 1 1 T2 T+c¢
u—l—v:cos(—)—i-cos(—) = —— etuxv:cos<—> xcos(—) = —
2 2 2 2 2 2

7. L’équation a résoudre est linéaire du second ordre a coefficients constants.

e [’équation homogene a pour solutions les applications du type R — R
A \/g + psi \/g
T — Acos —x sin —x
8 K 8

e Une solution particuliere de 8y” + 5y = 3 cos (g) est de la forme R — R avec

T — (rCOS (g) + (sin (g)

ou Aet u e R.

Vo € R, —2a cos (g) — 2f3sin (g) + bacos (g) + 53 sin (g) = 3cos (g) Sa=let =0
Une solution particuliere de 8y” + 5y = —3cos (x) est de la forme R — R avec :

x — acos(x) + Gsin ()
Vr € R, —8acos (x) — 8Fsin (z) + bacos (z) + 5Fsin (x) = —3cos () & a=1et §=0.

D’ott une solution particuliere de 8y” + by = 3 [cos (g) — cos (x)} est f1 .- D’ou sa solution générale
27
R LR ou Aet u€R.

T — COoS (g) + cos () + Acos <\/§x> + psin <\/§x>

Si en outre y (0) =2 et ¢’ (0) =0, on a A =0 et ;= 0. On obtient la solution cherchée :



c R—R

/, .
T — Cos (§> + cos ()

1
2

1 3 3
8. En prenant a = 1 et 8 = 5 0N obtient, d’apres I1.3., fill +f1= Zf1 <a2 — 3= Z) .
75 ' 2

1 1 3 3
En prenant oo = 5 et § =1, on obtient, d’apres I1.3., f/ ) + Zfl L= —f <a2 - %= ——) )
3 2

Par addition membre a membre, on obtient :

) 3
ot + s =5 (=) e sy esh,=3(n - )
’9 ’ 5 ’

2
et donc que f 1 est solution particuliere de 8y” +5y =3 f1 — f1 |-
L3 2

Comme f1 % (0) =2 et fi 1 (0) =0, on retrouve f1 % , unique solution au probléeme de Cauchy posé.
b 72 5

Partie IV
Up ()

1. VxeR,{Ul(

8
I
<
=}
=
=
=
!
<
-}
&

1 . Donc :

)
(5) cos (g) cos (r) = 3 sin () cos (z)

&
I

2

=
/N
| R
N——
~
&
I

2

=

2. Vn e N, Vz € R, Upyq (z) = sin (2n+1> ) cos (2—k>

0
. X x n T
— sin (2n+1> cos (2n+1> kl;lo cos (2—k>
1
= 5 sin (2%) P, (2))

= §Un (x). Donc :

1
Vn € N, Un+1 = §Un

et (Un),en st géométrique.

sin () cos (z)

1
3. Soit x € |0, 7] . Comme (U,), oy est géométrique, Vn € N, U, (x) = 2—nU0 (x) = o

Py (2) = sin () cos (z)

—— (sin (ﬁ) =+ 0) . Comme sin (£> ~ i, on en déduit que :
on sin (_) 2n 2"/ n—toc 20
2n

lim P, (z) = sin (x) cos ()
m—-+o00 €T

4. YneN, P, (0) =1 et

lim P, (0) =1 = lim Snt@)cos(@)

n—-+oo z—0t X

Le résultat précédent se prolonge donc par continuité en 0.

bt



Partie V

1. Comme k € N*, fi est 2r— périodique. Comme F}, est définie sur un intervalle semi-ouvert de
longueur 27, elle coincide avec fi. D’ou :

VE € N*, I}, = [i

2. F1 et Fy sont paires et il suffit de les étudier sur [0, 7] . Elles sont aussi dérivables sur [0, 7] .
3 3

1
Ve € [0,7], Fi (z) = —3 sin (%) < 0. D’ou on obtient le tableau de variations de F'1 sur [0, 7].
3

3

€T 0 T
3
P lo - =¥
3 16
Fi(z) | 1 N =
3 2

4 4
Ve € [0,7], F} (z) = —3 sin (Ex) . D’ou on obtient le tableau de variations de Fy sur [0, 7].
3

3

3
x 0 Zﬂ o
2V/3
Fiz) |0 — 0 + 2v3
3 31
Fa(z) |1 N\ -1/ —5
3

3. Comme Vx € |—m, [, F, () = cos (ax), F, est continue sur |—m, 7.
En outre, lim F, (v) = fo (1) = F, () et lim F, () = lim Fo, (x —2m) = lim_cos (a(z—2m)) =

cos (am) = F, (m). D’ou F, est continue en 7. En utilisant la 2r— périodicité de F,, on ontient que :

F,, est continue sur R

Comme Vz € |—7, 7|, Fy, (z) = cos (ax) , Fy est C™ sur |—m, 7| et Vo € |—m, [, F., (z) = —asin (ax).
F, continue sur R o . ,
En outre, lim F) (r) = —asin (ar) montreque F,, est dérivable a gauche en 7 et que (F,), (7) =
—asin (ar) .

Comme Vz € |m,3n[, F,(x) = cos(a(z —2nm)), F, est C™ sur |r,3n[ et Vo € |m,3n], F. (z) =
—asin (a (z — 27)).
F,, continue sur R _ ] ,
En outre, 3 lim F! (z) = asin (ar) montre que Fy est dérivable a droite en 7 et que (Fy), () =
z—rt @

asin (am) # (Fa); (7). Donc F, n’est pas dérivable en 7. En utilisant la 2r— périodicité de Fy,, on ontient
que :



F,, n’est pas dérivable en les points de la forme (2p+ 1)7w ou p € Z

4. Fy(m) =cos((E+d)m). Dou :

1
sid< =, Fo(m)>0
o si I est pair, F, (m) = cos(dm) etsi ¢ sid= =, F,(r)=0

sid>§, F,(m) <0

1
sid< =, Fo(m) <0
e si E est impair, F, (1) = —cos (dr) et si ¢ sid= =, F,(r) =0

sid>§, F,(m) >0

(F,)! (1) = —asin ((E +d) 7). D’ou :

g9
e si E est pair, (Fa); () = —asin (dm) < 0
e si F est impair, (Fa); () = asin(dr) > 0

5. F, est continue sur R, 27— périodique et paire. Donc ses coefficients de Fourier ont un sens et
vérifient :

Vn e N* b, (o) =0
1 [7 i

ap () = —/ cos (ax) dr = sin (arr)
™J o

aT

2 ™

Vn € N*, a, (a) = —/ cos (ax) cos (nx) dx
T™J o

1 ™

1

[cos ((w +n) z) + cos ((a — n) x)] dx

1 [sion((a—i—n)x) N sin((a—n)x)]”
m a+n a—n
_ 20 (—1)" sin (o)

7 (a? —n?)

0

. On obtient ainsi la série de fourier de Fi,, définie pour tout x € R,
par :

sin (ar)

s 2a (—1)" sin (am)

cos (nx
am w1 7 (a? —n?) (nz)

F, étant continue sur R et C'! par morceaux, sa série de Fourier converge pour tout x € R vers F, () :

sin (am) % 2a(—1)"sin (am)
Ve e R, F,(x) = of7r ) + r; T lo® — 1?) cos (nx)

6. Soit £k € N* et n € N.

sin (o)

e sin=0,a (o) = et limag (a) =0

T a—k



o sin=k ap(a) = 200 (—1)k sin (o) N 2k (—1)k sin ((a — k) ) (_1)k
y Ak 7r(a2_k;2) a—k 7T(O‘_k) (Oé—i—k)

2k (v — k) m .
ok Do (e dman (@) =1

. _ 20 (—1)"sin (am) . B
esin#0etn#k, ay,(a) = T =) etolélil}ﬁan(a)—o

Donc :

{ sin#k, lin}ﬁan(a)zo
1

sin =k, lima, («a)
a—k

7. Pour x = 7, le développement en série de Fourier de F,, donne :
sin (am)  t2 2a(—1)" sin (a)

cos (am) = T r; o ) cos (nm) <
ey 200
t = — -
cot (am) — + r; T lo? — )
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