Corrigé du probléme X PC 2007

Probléme isopérimétrique

1°) Les coefficients de Fourier de f” s'obtiennent par intégration par parties :

c (f//) _ Lf%re_intf//(t)dt — [e—intf/(t)]2ﬂ+ i_nfzﬂe_intf/(t) ds
" 2nJo 0 21 Jo '

Par périodicité des fonctions, le crochet est nul, et on a en recommencant :
” in 2m —int g1 . —int 2 . N2 1 2 —int
en(f") = — e [ dt = [ine™ fO])" + (in)* — e f(p)dt.
21 Jo 21 Jo
On a ainsi obtenu ¢, (f”) = (i n)? cu(f) = —n? ca(f).
La fonction f étant de classe C2, on sait que sa série de Fourier converge normalement,
mais aussi en moyenne quadratique, vers f.

2°) Le noyau de P est constitué des fonctions de E telles que f + f” = 0.
Il s'agit des fonctions x — A cos(x) + B sin(x) avec 4, B €R, qui appartiennent bien a E.

3°)a) L'orthogonal de E est constitué des fonctions f € F telles que V g€ E, (f, g) = 0.
En particulier, f est donc orthogonale aux fonctions x — ¢'"~¥, ce qui implique la nullité
des coefficients de Fourier de f, donc la nullit¢ de f d'apres I'égalité de Parseval. Ainsi,
I'orthogonal de £ dans F se réduit a la fonction nulle.

3°)b) Montrons maintenant que P est auto-adjoint :

1 2 1 2n 1 2
(f",g) = — f 'O gtydt = —[f'Oglt)] - — f (0 g () de.
2rn Jo 2 0 2n Jo

Par périodicité des fonctions, le crochet est nul, et on a en recommencant :
-1 2n

1 2r 1 2
f", g = ——f ffogodt =—[fg®] +— S g"®de
2nJo 2r 0 2nJo

De nouveau le crochet est nul et on en déduit que (f”, g) = (f, g”), et donc que :

(P, g =L+, @) ={f. @ +{f, g")={f, P().

3°)c) Les éléments de E () (Im(P))* sont les fonctions f € E telles que :

YgeE, (f,P)=<(P(f),g =0.
Ce sont les fonctions f telles que P(f) est orthogonale a E, donc telles que P(f) =0
d'apreés (a), et ce sont donc les fonctions de Ker(P), d'ou I'égalité E () (Im(P))* = Ker(P).

4°) Deux fonctions continues 2r-périodiques f, g sont égales si et seulement si elles ont

les mémes coefficients de Fourier, comme cela résulte de 1'égalité de Parseval ci-dessous :
n=+oo n=+oo

1 2
17 =8 = — [ -0 0P e = Y et -9 = Y lelH-cuo)

n=—oo n=—oo



Traduisons I'égalité f(x + m) + f(x) = f(0) + f () par celle des coefficients de Fourier :

1 2n 1 2n
Vne”Z, —f e_’”t(f(t+7r)+f(t))dt = —f e_’”’(f(ir)+f(0))dt.
2nJo 2nJo

On note d'abord, puisque les fonctions intégrées sont 2-périodiques, qu'on a pour n # 0 :

1 [(2n . 1 2n (-D" rer .
e—lntf(t_l_ﬂ.) dr = _f e n(u—m) f(u) du = f e inu f(u) du.
2nJo 21 Jo

27 Jo
Le premier membre est égal a (1 + (—1)") ¢,(f) = 0, soit 2 czp(f) sin =2 p est pair.

Le second membre est nul sauf pour n = 0, ou il vaut £ () + £(0).

L'égalité proposée équivaut par conséquent a cy(f) = M etey ,(f)=0sip+0.

59)a)Si f=1,ona W(t) = u;, de sorte que le support I’ r de l'arc est le cercle-unité.

5°)b) La tangente a 'arc en M (¢) est dirigée par :

M
= O =0+ f"@)vi = (f(®) + f7(1)) (=sin(t) e] + cos(?) &;).
Comme f(¢) + f”(t) > 0, la tangente est dirigée par V; et son équation cartésienne est :
x— f(¢)cos(t) + f/(t) sin(¢) —sin(z)

V= fOsin@) - f'Bycost) costr) | OO sin(r) - f(6) = 0.

5°)c) Comme f(¢) > 0, la distance de cette tangente a I'origine est f(¢).
On rappelle en effet que la distance de M, (x, 1) a ladroite D:ux+vy+h=0est:
luxg+vyy+hl

d(My, D) =

2

u? +1?

6°)Si f(¢) = a* cos?(f) + b* sin®(t) ,on a :

-~ b2_ 2 £ sin(t
OMi (1) = \| @ cos(r) + b? sin(0) ; + (" - ) cost) sint) V.

a® cos2() + b? sin®(?)

Par conséquent, on a dans le repére (O; ej, &) :
a cos(?) b sin(z)
X =a , Y@®=b
a? cos?(1) + b? sin®(¢) a? cos?(1) + b? sin®(¢)
On en déduit que X = acos(f) et Y = b sin(), ou cos(f) et sin(f) sont les deux réels (dont
la somme des carrés est bien égale a 1) définis par :

cos(d) = a cos(?)  sin@) = b sin(¢)

a? cos?() + b? sin®(¢) a? cos?(1) + b? sin%(¢)
Lorsque ¢ décrit [0, /2], on voit que 6 décrit aussi [0, 7/ 2].

2 2
Par symétrie, 6 décrit aussi [0, 2 rr] lorsque ¢ décrit [0, 2] et ' 7 est l'ellipse x—z + ’Z—z = 1.
a




7°)a) Comme W(t) = f(®Ou; + f'(¢)v;, et comme on sait aussi que f(¢) > 0, il existe

dans la base (u;, v;) une mesure de 1'angle (LT,, oM (t)) comprise entre —;—r et ;—r
Cette mesure de 1'angle (LT,, OM (t)), qui est donc caractérisée par sa tangente, est égale a :
4
= )
(ut, oM (l)) Arctan(f
S@

Ainsi, une mesure de langle (&7, OM (1)) = (@3, @) + (@, OM (1)) est 1 + Arctan( f; '((:)’) et :

OM(t) = f20) + f(0) (cos(t + Arctan(f ( ))) e + s1n(t + Arctan(f ¢ ))) )

1@ VAU

7°)b) La fonction t — 6(¢) =t + Arctan( ’} ((t)) ) est strictement croissante car :

YO) )) . 7@ f@) - 0 _SOUO+/"0) 0
f@® 2O+ f2@) 2+ (@)

/4
La fonction t — 6(t) =t + Arctan( ]; ((t))) est continue et strictement croissante de [0, 2 7]

o el T
t + Arctan
ds

sur [Arctan(? ((0))) 27T+Arctan(§/ ((22:))) 27T+Arctan( }; (( ) )] par 2m-périodicité de f, et

elle réalise une bijection de [0, 2 7] sur 6([0, 2 xr]) = [Arctan(’; ((00))) 271+ Arctan(]; (00)) )]

c'est a dire sur un intervalle de longueur exactement égale a 2.

On peut donc toujours choisir 1'angle polaire d'une demi-droite d'origine O dans ([0, 2 xr])
et on en déduit que pour toute direction donnée d'angle polaire @ appartenant a 6([0, 2 r]),

il existe une unique valeur ¢ = 6! (@) €[0, 2 x| telle que 6(t) = ¢ + Arctan( ff ((t)))

Ainsi, la demi-droite d'angle polaire @ coupe I'» en ce point M (¢) et en celui-ci seulement.

8°) D'apres le calcul effectué en 5.b), la longueur L(f) de I'; est égale a :
2 W 2 2
1= | a= [T o= [Trow= 2,

— )
dt
En effet, l'intégrale de f” vaut f”(2 ) — f/(0) = 0, qui est nulle par 2z-périodicité de f.

9°)a) L'aire A(f) du domaine (/) peut ici étre calculée a I'aide d'une formule dérivée
de la formule de Green-Riemann :

1 1 2
A(f) =< f xdy—-ydr = - f (x() y' (1) — y() X' (1)) dt.
2 r, 2 Jo

OrO—M(t) = f@Ou; + f/ () v, = (f(¢) cos(t) — f’(t) sin(?)) ey + (f(¢) sin(?) + f/(¢) cos(t)) e, :

1
A(f)=—f xdy—-ydx = - f(f)(f(l)+f”(l))df=7f<P(f),f>-
2 r, 2 Jo



9°)b) La formule de Parseval pour le produit scalaire donne alors :
n=+oo

A =P, £ =7 ). ea PN en(h).

n=—oo

Et on déduit de la question 1°) que ¢, (P(f)) = ¢,(f) + c,(f”) = (1 — n2) cn(f), d'ou :
n=+oo
AP =P, [y =7 Y, (1=n)leal )P

Comme la fonction fest réelle, on remarque de plus que ¢, (f) = c_,(f).
On en déduit donc que |c,(f)| = |c—,(f)|, ce qui implique :

A =r (P, 1) = |l HF =2 ) (0 = 1) len( NP |

n=2

On pose dans toute la suite : [cy(f) = ZL 02 "f (t)dt = c|, et le nombre réel ¢ est positif.
T

10°) L'appartenance de f'a £, équivaut a I'appartenance de fa E avec ¢ = ¢(f) =0 :

+o00
P f) = =2 (1 = 1) leal NI
n=2
On en déduit que l'expression (P(f), /) a pour maximum c-, ce maximum ¢tant atteint
pour les fonctions de E. telles que ¢, (f) = 0 pour k = 2, c'est a dire pour les fonctions :

f=c+ciel+cye!

2

ou c+acos(t)+bsin(t), a, beR.

11°) Pour f € E vérifiant 1) et 11), on a ¢ = ¢y(f) = 0, et 8°), 9°) et 10°) impliquent donc :

LZ
ACf) = n(P(f), f) < med(f) = 4(7{ !

L'égalité est donc réalisée pour f(¢) =c + acos(?) + bsin(t) avec (a, b, ¢) e RxR xR,

c'est a dire pour O_M(t) = (¢ + acos(?) + bsin(?)) u; + (—a sin(¢) + b cos(t)) v;, ou encore :
OM(t) = (a+b+ccos(t) g + (b + csin(t)) &.
I1 s'agit ici du cercle centré en (a + b, b) et de rayon ¢ avec a, b, ¢ quelconques et ¢ = 0.

2
Les courbes I' r réalisant I'égalité¢ A(f) = L4—(f) sont par conséquent les cercles.
v T

12°)a) Pour 4 € Ker(P) = Vect(cos, sin), il est clair que cy(%) = 0.

Pour f e E et heKer(P), on adonc L(f) =2mcy(f) et co(h) =0, d'ou:
L(f+h)=2mncy(f+h)=2mcy(f)+2mcylh) = L(f).

On a d'autre part A(f) = 7 (P(f), f) et on en déduit par linéarité et symétrie de P :

A(f +h) = n(P(f)+ P(h), [ +h)y=nrP(f), f)+2xrf, P(h)) +{P(h), h).
Comme / € Ker(P), on en déduit que A(f + h) = n (P(f), ) = A(f).



12°)b) La courbe I [+h S€ déduit de la courbe ', par translation caron a :
OM ;@) = (f() + h@)u; + (') +H @) v; = OM ((1) + OM (1) = OM ,(1) + vV
En effet, comme /4 € Ker(P), on a A(t) = a cos(¢) + B sin(z) et un calcul simple montre que :
OM ,(1) = (@ cos(t) + Bsin(0) i + (—asin(?) + Bcos()V; = ae; +Be = V.

13°) Pour ¥ = 0,onadonc L(f +7r) = L(f)+2nco(r) = L(f)+2nr.
En revanche, comme la fonction constante » n'appartient pas a Ker(P), la formule établie

a la question précédente ne s'applique plus, mais le caractére linéaire et symétrique de P
avec les égalités évidentes P(r) = ret(r, f) =r(l, f)=rco(f) =rL(f)/2n donne :

A(f+r) = 7T(P(f)+P(r),f+r):7r(P(f)+r,f+r>:A(f)+rL(f)+7rr2.

14°)a) La projection orthogonale d'un point M sur Dy est le point P défini par :
OP = <79 0T4> .
Par conséquent, le projeté orthogonal de M (¢) sur Dy est le point P(¢) défini par :
OP(t) = (g [ty + [' ) Vi) Uy = (/1) cos(t = 6) = f'(1) sin(t - 6)) .
Comme la fonction ¢t — f(¢) cos(t — 6) — f”(¢) sin(¢ — 6) est continue, 1'image de [0, 2 7]
est un segment de R, ce qui prouve bien que la projection de I s sur Dy est un segment, et
pour obtenir sa longueur, on étudie les extrema de t — f(¢) cos(t — 0) — f”(¢) sin(t — 6) :

d
P (f(®)cos(t —0) — f"() sin(t — 0)) = —(f (1) + f" (1) sin(t — 6).

Comme f + f” > 0, cette dérivée s'annule en 6 et  + 7 modulo 27, et cette dérivée étant
négative sur [0, 6 + 1] et positive sur [0 + 7, 6 + 2 7], on voit que le maximum est atteint
en ¢ et le minimum en 6 + 7, de sorte que la longueur de la projection orthogonale de I/

sur Dy, qui est la différence entre ce maximum et ce minimum, est f(6) + f (6 + ).

14°)b) Cette longueur f(6) + f(6 + m) est constante si et seulement si cette fonction reste
¢gale a sa valeur en 0, c'est a dire si et seulement si : V 8, f(0) + f(6+ ) = f(0) + f(rm).

D'apres 4°, ceci a lieu si et seulement si ¢y(f) = M ety ,(f) =0 pour peN™.

14°)c) Dans ce cas ou le diameétre apparent est constant, on a donc :
L(f)=2mco(f/) =n(f(m) + f(O) =7l

Les conditions co(f) = M ou [*f(t)dt = n(f(0) + f()), et ¢y ,(f) =0 si peN*

sont réalisées si la fonction f'est constante, f(#) = R, et c'est le cas des cercles de centre O.
Mais c'est aussi le cas pour d'autres fonctions, comme les suivantes pour 0 <r < R :

f() = R+ rsin(?).
Et cette fonction est bien dans E et vérifie i) et ii) pour 0 <» < Rcar f >0et f + f” > 0.
Enfin, on a bien aussi f_’;f(t) dt = n(f(0) + f(m)), et czp(f) =0si peN*.




15°) Montrons que pour M; et M, appartenant a I', alors le segment M; M, est inclus

dans Q(f), ce qui implique d'ailleurs la convexité de Q(f).
Considérons donc un point M (¢) situ¢ entre M, et M, et vérifions que tous les points M (1)
de la courbe I'; (qu'on obtient donc pour  — 7 <7 < ¢+ 7r) sont situés d'un méme co6te de

la tangente  I'  en M (¢), dont une équation est d'apres la question 5.b) :
xcos(?) + ysin(¢) — f(¢) = 0.

Les coordonnées dans le repére (O; e;, e,) d'un point M (1) de T 7 sont :

X(1) = f(r)cos(t) — f'(t)sin(t) ; Y(r) = f(7)sin(t) + [’ (1) cos(T).
En reportant ces coordonnées dans 1'équation de la tangente en M (), on obtient :
@(1) = (f(7) cos(r) — f'(7) sin(r)) cos(?) + (f(7) sin(r) + f”(7) cos(7)) sin(?) — f(?).
Ce qui donne apres simplification ¢(7) = f(7) cos(t — ¢) — f(7) sin(t — ¢) — f(¢), et :
¢'(1) = =(f(r) + [ (7)) sin(r - 1).
Comme f + f” >0, cette dérivée est positive sur [ — 7, t] et négative sur [z,  + 7], et
T — (1) = f(1)cos(t — 1) — f'(1) sin(t — T) — f(¢) est maximale en ¢ ou elle vaut 0.
En reportant donc dans 1'équation de la tangente en M (¢) les coordonnées d'un point M (1),
on obtient une expression toujours négative, ce qui prouve bien que tous ces points sont
dans un méme demi-plan délimité par cette tangente en M (¢). Comme ce demi-plan est
convexe, et comme il contient les points M, et M,, il contient donc le segment M, M,.




