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A. Décomposition de Dunford

1-Ona P = H ()\ — X)) = HP Comme pour tout (z,7) € [[1,7]]* tel que i # j on a

P; et P; sont premlers entre eux alors d’apres le théoreme de décomposition des noyaux :

KerP(f) = GgKerPi(f)

=1

D’apres le théoreme de Cayley Hamilton on a P(f) = Oz(cny donc

C'=@aF

io-

(2

2-OnaVreF,, (fi— Midg)%(x) = (f — Miden)*(x) = 0 donc le polynome

P = (N — X)* annule f;.

On a 7y, le polynéme minimal de f; divise alors P; et donc A; est la seule racine du
polynome caractéristique Xf de 'endomorphisme f; .

D’autre part , Soit B = U B; une base de C™ adaptée a la décomposition C" = é F;

i=1

(ouViel[l,r]], B unebase de F; ).
Puisque Vi € [[1,7]], F; est stable par f on a
MatBl f1 0 ce 0
Matg | = 0 Matp, f
: 0 0
0 0 Matg f

Donc pour tout i € [[1,7]] , Xy, divise xy = P
Ainsi il existe 8; € [[1, ay]] tel que x;, = (A\; — X)% puis dim F; = 3.
Vie[[1,r]], ona 5 = «q;.

T T
Car sinon il existe j € [[1,7]], tel que B; < o et alors Y 5 < > a.
i=1 i=1

Or Zﬂz —n carC" = & F; et > a; =n degré de P, ce qui est absurde.
i=1 i=1
A1n81 X5 =N —X)* =P,

3- Soit 7 € [[1,r]], 'endomorphisme f; € L(F}) est trigonalisable donc il existe une base
B; de F; telle que :

Ma/t[)’i fl = 7—;
ou 7; est une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est formée par les A; :
A X e X
0 N
T, = @
' 0 X



Posons N; = T; — \j1,, , on a N; est triangulaire supérieure dont la diagonale est nulle
donc N; est nilpotente ( N =0 ).
Notons B = '61 B; c’est une base de de C™ adaptée a la décomposition C" = é E;.

i=1

1= 1=
On a

M(Ltlgl fl 0 s 0
M(ltlg f = 0 Math f2
0 0 MCLtBT fr
)\1[o¢1 + N1 O 0
_ 0 Aolo, + N _
: 0 0
0 . 0 M\, +N,

Soit P la matrice de passage de la base canonique de C" a la base B.

On a

P AP = A
4- Posons
)\llal O O Nl O O
D = 0 0 et N = 0 . 0
0 0 ANla, 0 0 N,

Ona A ' =D'+N'et D'N'= N'D'donc A= D+N ot D= PD'P~! et N=PN'P~L
On a bien D diagonalisable et N est nilpotente et DN = ND.

Un exemple pour n = 3.

3 -1 1
5-Soit A= 2 0 1
1 -1 2

Soit f I’endomorphisme canoniquement associé a A .

On a le polynome caractéristique de f est x;(A\) = —(A —1)(A —2)2

Notons E;(f) (resp Eo(f) ) le sous espace propre de f associé a la valeur propre A\; = 1
(resp A =2).

Ona Ei(f)=Fiet Ey(f) C Fy

Soit u = (x,vy, z) € C3.

20 —y+2=0
u € El(f)<:>{ T—y+z=0

— z=0¢e z=y

donc Ey(f) = Vect(u;) on uy = (0,1,1)



r—y+2=0
u € Ef)<=<{ 2r—2y+2=0
r—y=20
<— z=0et y==z

donc Ey(f) = Vect(uy) ou uy = (1,1,0).

veby<—y—x=0
donc Fy = Vect(ug, u3) ou ug = (0,0,1).
On a f(us) =(1,1,2) = us + 2us.
B = (u1, u, uz) est une base de C? et la matrice de passage de la base canonique a B est :

0 1 0
P=|110
1 0 1
On a
-1 1 0 1 0 0
Pl = 1 0 0 et P'AP=| 0 2 1
1 -1 1 0 0 2
Posons
1 0 0 0 0
D=P| 0 2 0 |P'=11 0
et

N=P| 0O O 1 |P'=|1 -1
0 0 0 0 0 0

Ona A= D+ N est la décomposition de Dunford de A.
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B. Commutation et conjugaison

6- Soit P une matrice inversible de M,,(C).
Soit X € M,,(C), on a

(conjp-1 0o commy o conjp)(X) = P~ '[A(PXP')— (PXP ")A]P= (P 'AP)X — X(P'AP)
= commp-14p(X).
Dot

CONjJp-1 O COMIM A O CONJp = COMMp-14p

7- Soit A € M,,(C) une matrice diagonale et (i, 5) € [[1, n]]*.



Posons A = diag(Ai, A, ..., Apn).

commA(Ei,j) = AEZ'J - EZ'JA = Z)\k<Ek,kEi,j - Ez‘,jEk:,k:)
k=1

= (A= X)E;;

Donc FE; ; est un vecteur propre de comma.
Ainsi (E;j)1<ij<n est une base de M,,(C) formée de vecteurs propres de comm 4.
Donc commy est diagonalisable et les valeurs propres de commy sont les A, — A;

(4, 5) € [[1,n]]*.

8- On suppose que A est diagonalisable donc il existe une matrice diagonale D = diag(A1, A, ...

et une matrice P inversible de M,,(C) telles que :
P'AP=D
On a d’apres la question 6, pour tout (,5) € [[1, n]]?

(conjp-1 0 commy o conjp)(E; ;) = commp(E; ;) = (N — X)) E;

Comme conjp est un automorphisme de M,,(C) et (conjp)™' = conjp-1 on a:
comma(conjp(Ei;)) = (A = Aj)(conjp(Ei;))
donc
commA(PEi,jP_l) = ()‘z — )\j)(PEZ‘JP_l)

On a (PE; ;P 1)< j<n est I'image de la base (E;;)1<;j<n par I'automorphisme conjp
donc c’est une base de M,,(C) de plus elle est formée de vecteurs propres de commy.
Ainsi comm 4 est daigonalisable.

9- Soit X € M,,(C).

Montrons par récurrence que Vm € N comm(X) = > (—=1)*Ck Am=kX Ak
k=0
Pour m = 0 c’est trivial

Soit m € N, supposons que comm3(X) = S (=1)*Ck A™FX A*.

k=0
On a
commTH(X) = A (Z(—nkq’;AkaAk) - (Z(-QW@M’@XA’C) A
k=0 k=0
— Am™tlx 4 Z(_l)k[crlz + C«S;l]AerlkaAk + (_1)m+1XAm+1
k=1
m—+1
_ Z(_l)k051+lAm+lkaAk
k=0
Ainsi

Vm e N comm’y(X) = Z(—l)kC’f;Am_kXAk

k=0

N



Supposons que A est nilpotente , alors il existe m € N* tel que A™ = 0.

Soit X € M,,(C), on a

o
3

comm¥"(X) = (—1)FCE A*mk X Ak

m

il
)

2m
_1\k vk 2m—k k _\kk g2m—k k
(—1)kCk A XAM 4+ Y (—nkcE, A hX A

[
NE

2m e —
k=0 =0 k=m+1 =
=0
Ainsi comm 4 est nilpotente .
10- On suppose que A est nilpotente et commy = 0.
Alors pour tout X € M,,(C) ,ona AX = XA.
Posons A = (ai,j)1<i<n .
1<j<n
Soit (Z,j) € [[1,77,]]2 on a AEZ'J = Ei’jA donc Zak,iEk,j = Zaj,kEi,k'
k=0 k=0

alors Vrr € [[1,n]] \{i} a,; =0 eta;; =a;;.

ainsi A est une matrice scalaire ,donc il existe A € C tel que A = \I,,.

A est nilpotente donc il existe m € N* tel que A™ = 0 alors le polynome @ = X" annule
A, par suite la seule valeur propre de A est 0 et A est semblable & une matrice triangulaire
supérieure dont la diagonale est nulle ( K = C).

En particulier Tr(A) = 0 donc 0 = tr(Al,,) = nA et alors A = 0 puis A = 0.

11- Soit A =D + N la décomposition de Dunford de A ou D est diagonalisable , N
est nilpotente et DN = ND.

On a comm = commp,n = commp + commy.

D’apres la question 8) on a commp est diagonalisable et d’apres la question 9) on a
commy est nilpotente.

Soit X € M,,(C) , en utilisant que le fait que DN = ND on a

(commp o commy)(X) = DNX —DXN-—-NXD+ XND
= NDX -DXN-NXD+ XDN
— N(DX — XD)— (DX — XD)N

= (commy o commp)(X)

donc commp o commy = commy o commp
Ainsi la décomposition de Dunford de comm 4 est

comma = commp + commpy

Conclusion

D’apres la question 8) on a , si A est diagonalisable, alors comm 4 est diagonalisable.
Réciproquement, supposons que comm 4 est diagonalisable alors

commy = comma + Oz, (c)) est la décomposition de Dunford de comm 4.

Soit A = D+ N la décomposition de Dunford de A ou D est diagonalisable , N est
nilpotente et DN = ND.



On a la décomposition de Dunford de commy est commy = commp + commy .
D’apres 1'unicité de cette décomposition on a

commy = commp et commpy = Oz ()

On a N est nilpotente et commy = Oz (c)) alors d’apres la question 10) on a N = 0.
Donc A = D puis A est diagonalisable.
Ainsi

A est diagonalisable si et seulement si commy est diagonalisable

C. Formes bilinéaires sur un espace vectoriel complexe .
12- Soit v un endomorphisme de E
(i) = (i1) supposons que u est diagonalisable alors il existe une base B de E formée de

vecteurs propres de u , 7 € N*, (A, Ay, ..., \) € C" et (ay, g, ..., ) € N".
tels que

Alq, o .- 0
Matg u = O' Aola
: o0 0
0 e 0 Ml
alors
Ny, 0o - 0
) )
Matp v = O Azla;
: o0 0
0 - 0 N,

Si 0 n’est pas valeur propre de u alors 0 n’est pas valeur propre de u? donc

Ker u = {0} = Ker u®.

Sinon, supposons que A\; = 0 alors dimKer u = a; = dimKer u? et de Ker u C Ker u?
on a Ker u = Ker u?.

Supposons que Ker u = Ker u?

Soit x € Ker uNIm u. Il existe y € E tel que z = u(y) et u(x) = 0.
On a v?(y) = 0 donc y € Ker u?> = Ker u et alors x = u(y) =

Ainsi Ker unIm u= {0}

a
13- Soit (a, ..., aq) € C tel que Y agpy = 0.
k=1

q q q
AlorsVx € E b (Zaksk,x> = Y agb(er,x) = D appr(z) =0
k=1 k=1 k=1
q
Comme b est non dégénérée alors > axer = 0 puis Vk € [[1,¢]] , o =0 ( car (eq,....,g,)
k=1
est libre ). Ainsi la famille (¢4, ..., ¢,) est libre de E*.

14- Soit © = Y agex € FP et j €[[1,4]]. On a b(z,e;) =0
k=1



n

donc 0 =b (Zakek,5j> = > aib(er,ej) = D awpj(er) = a;
k=1 k=1 k=1

alors r = > agey, puis F C Vect(egin, ..., €n).
k=q+1
Réciproquement Yk € [[¢ + 1,n]] et Vh € [[1,¢]] on a b(ex, ) = @n(er) = 0.
Donc Vect(egi1, ..., €n) C F*P.
Enfin  F* = Vect(egi1, ..., €n).

On a alors dimF** =n — ¢ puis dimF + dimF** = n.
D. Critere de Klares

15- Soient (X,Y,Z) € M,(C)* et X €C.
On a puisque tr est une forme linéaire sur M,,(C).

X+, Z) = tr(X+AY)Z) =tr(XZ)+ Mr(YZ)
= (X, 2)+ (Y, 2)

Onap(X,Y)=1tr(XY)=tr(YX) =9, X)
Donc ¢ est une forme bilinéaire symétrique.
Soit X = (x; ;) € M,,(C)*% alors pour tout Y € M,,(C), tr(XY) = 0.
Alors en particulier, pour tout (4, 5) € [[1,n]]* , tr(XE;;) =0
Ona XFEj, = ZZSCk,zEk,lEj,i = ZZQJk,lél,jEk,i = Exk]Ekz

k=1i=1 k=1i=1 k=1
donc tr(XE;;) = > xy jtr(Eyi) = T

k=1

alors pour tout (Z,]_) € [[1,n]]* z;; =0 puis X =0.
Ainsi ¢ est non dégénérée.

16- Soit Y € Im(comm,) , alors il existe X € M,,(C) tel que Y = AX — X A.
Soit Z € Ker(commy), alors AZ = ZA

OnaoY,Z2)=tr(YZ)=tr((AX — XA)Z) =tr(AXZ) —tr(XAZ)=0

Car puisque AZ = ZA on a tr(XAZ) =tr(XZA) et tr(XZA) =tr(AXZ).
Ainsi Y € {Ker(comm)}*+¢ puis

Im(commy) C {Ker(commy)}*™ (1)

On a d’apres la question 14)  dim{Ker(comm)}*? = dimM.,,(C) — dimKer(comm )
donc d’apres le théoreme du rang appliqué a 'endomorphisme comm 4.

dim{Ker(comm,)}** = dim (Im(comm,))  (2)

De (1) et (2) on a alors {Ker(comm)}+? = Im(comm.).

17- Supposons que A est nilpotente , alors il existe m € N* tel que A™ = 0.
Soit Y € Ker(commy) alors AY =Y A donc (AY)"™ = A™Y™ = 0.
On a alors AY est nilpotente donc comme dans la question 10) on a tr(AY) = 0.

donc A € {Ker(comm)}**
Comme {Ker(commy)}+? = Im(comm,) alors il existe X € M,,(C) tel que

-



A = commu(X).
On a commyyag, (X) = commy(X) + Acommy, (X)=A car commy, (X) = 0.

18- On a d’apres la question 3) il existe une matrice inversible P € M,,(C) telle que :

ML, +N; 0 0
P_lAP — 0 )\2-[042 +N2 — D/+N/
: 0 0
0 0 Ml +N,
>\1]OL1 O O Nl O O
D = 0 . 0 et N' = 0 . 0
0 0 M1, 0 0 N,

Ou Vi€ [[1,r]], N; est nilpotente.
On a d’apreés la question 17) , pour tout ¢ € [[1,7]] il existe X; € M,,(C) tel que
Ni = commpy, 1., (Xi)

X; 0 0
Posons Y = 0O -. 0 |.ona
0 0 X,
commpy, i, (X1) 00
commp-14p(Y) = 0 0
0 0 commpy, 4, 1., (X7)
Ny 0 O
= O 0 = N/
0 0 N,

Donc N = PN'P~! = Pcommp-1,4p(Y)P~' = comm(PY P71).
Posons X = PYP~! on a N = comm(X).

19- Conclusion

Supposons que A est diagonalisable alors d’apres la question 8) , comm 4 est diagonalisable
et alors d’apres la question 12) on a Ker(commy) = Ker ((comm)?).

Réciproquement supposons que Ker(comm,) = Ker ((comm)?) alors d’apres la question
12) on a Ker(comma) N Im(comm,) = {0}.

Soit A =D + N la décomposition de Dunford de A ou D est diagonalisable , N est
nilpotente et DN = ND.

D’apres la question 18) on a N € Im(commy)

Ona AN =(D+ N)N =DN + N?*=ND + N? = NA donc N € Ker(commy)

Ainsi N € Ker(comma) N Im(comm,) = {0} puis A = D est diagonalisable.

Ainsi

A est diagonalisable si et seulement si Ker(commy) = Ker ((comm)?)



