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Epreuve d’exercices

Exercice 1

=
Vit nx

est décroissante et de limite nulle. La série Z fn(z) vérifie donc les hy-
n>=0

Soient J = [1, 400 et (fn), 5o la suite de fonctions définies sur J par f,(z) =

1. A z € J fix¢, la suite (|fn(z)|)

n=>0

pothéses du critére spécial des séries alternées et est ainsi convergente, d’ou la convergence simple de la série E fn.

2. Pour z € J, |fu(x)| = terme général d’une série de Riemann divergente (v = 1/2 < 1).

1 1
V1 + nx nooo y/nx’
Ainsi, la série Z fn ne converge-t-elle absolument en aucun point et donc a fortiori pas normalement sur J (ni
sur aucun intervalle, d’ailleurs).

3. Pour R, ( Z fr(z), la majoration du reste par le critére spécial et la décroissance de |f,,| donnent
k=n+1
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<

Rn1(2)| < <
-1 (@) Vi+tnr ~ n+1 nooo
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d’ott la convergence uniforme de la série g fn sur J.

4. La convergence uniforme permet d’utiliser le théoréme de la double limite. Ainsi, en utilisant le symbole de

Kronecker,
o o0
xETooZOf”(x) = Zxﬂlfoo fulz Z%o =1
n= n=

=
NG

spécial (signe alterné, valeur absolue décroissante et de limite nulle) et est donc convergente.

5.1. La série de terme général u,, = est une série de Riemann alternée ; elle vérifie les hypothéses du critére

1
de dérivée h'(t) = —— donne

5.2. L’inégalité des accroissements finis appliquée a la fonction h(t) = 5732
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Exercice 2
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1. Toutes les matrices triangulaires sont a diagonales propres. Si n = 2, ce sont les seules. Si n > 3, ce n’est plus
le cas. Par exemple, A = F1 3 + E32 est a diagonale nulle et vérifie A% =0, donc est a diagonale propre.

2. En développant le déterminant par rapport & la premiére ligne, il vient
X 0 - 5
w=|0 X 8- ] X2 - §) - a(aX) = X° — (a? + )X
—-a -8 X

—a _5’ =

1



La matrice M est a diagonale propre si, et seulement si, x,, = X3, donc si a® + % = 0, soit (on est dans R), si
a = =0, donc si, et seulement si, M est la matrice nulle.

1 /9\ k-1
3.1. Rappelons les résultats du cours : X;(2) = N*, P(X = k) = 3 <3> pour tout k € N*, E(X;) = — =3
2/3
t V(X) = =6
o VX =y

3.2. En utilisant X;(Q) = N* et le systéme complet d’événements {(X; = k); k > 1}, il vient

(X1 =Xp) = (X1 =X2)N L‘H(Xl =k) = H‘J(Xl =k, Xo = k).
k= k=1

—_

3.3. D’apreés la question 2, B(w) est a diagonale propre si, et seulement si X;(w) — Xa(w) = Xa(w) — X3(w) =0,
soit X;(w) = Xa(w) = X3(w). La décomposition réalisée a la question 3.2 s’étend sans difficulté & trois variables
aléatoires — ce qui montre en passant que (X; = X2 = X3) est un événement — et il vient, par additivité
dénombrable relativement aux événements deux & deux incompatibles, puis par indépendance mutuelle des X,

P(B)=P (L-I_—J(Xl =k, Xy =k, X3 :k)) =Y PXi=kXo=kXs=k) =) P(X;=
k=1 k=1 =

_15‘@:23’“_1>< 11
33 33 337 1—-(23/3%) 19
4.1. Par définition de la trace et la formule du produit de deux matrices,
BATA) = 30Dl = S
i=1 j=1 =1 j=1

Rappelons que tr(ATA) = HAH? norme euclidienne canonique sur M, (R) ~ R™ (mais on a refait le calcul).

4.2. D’aprés le théoréme spectral, il existe P € O, (R) et D = diag(A1, Ao, ..., A\n) telles que A = PDP~! = PDPT.
Il s’ensuit

AT A) = rPDTPTYPDPT = PDTDPT) = pp2pTy Y (D?) = 2
tr(ATA) = tr (( )( ) (PTP:In)tr( )(DT:D) r ( ) Z/\

(1) : la trace est un invariant de similitude. Autrement dit, la norme euclidienne canonique d’une matrice réelle
carrée est un invariant de similitude orthogonale.

4.3. Soit A une matrice symétrique réelle. Les deux questions précédentes montrent que A est & diagonale propre
si, et seulement si,

tr(ATA) = Zzaﬂ i/\? = iaii.
=1 =1

=1 j=1

Ainsi, les matrices symétriques réelles a diagonale propre sont les matrices diagonales.

Exercice 3

t
1.1. Quand t tend vers l'infini, 52 tend vers 0. Il s’ensuit

t2
t 12 tt 1 1
A— f(t) =\ — ) =x—(1- =A—1+ — -
f(t) “’S<1+t2> < 2<1+t2>2+‘°(<1+t2>4)> +2t2+0<t4>
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1.2. La fonction ¢ — est continue sur [a, +00], donc la convergence de I(A) ne dépend que du compor-

A— f(t A—1 A— f(t 1
7f() ~ 7Si)\7£1et7f() ~ —siA=1.
t t—stoo  t t t—4o00 213

Par comparaison avec les intégrales de référence, I(\) est convergente si, et seulement si, A = 1.

A—f)
t

tement de la fonction au voisinage de l'infini. Or,

1.3. La linéarité de l'intégrale sur un segment et la convergence de (1) permettent d’écrire

/f(t)dt:/ dt—/ 1= g /dt—l-C’)(l):lnx—i-O(l)wlnx.
a ¢ a t a t (z—+00) Jq T

2. Attention : f est redevenue une fonction continue quelconque. Si I(A) et I(u) sont convergentes, on peut utiliser
la linéarité de l'intégrale pour obtenir la convergence de

I(A)—I(M)=/+w)\_75mdt—/+ool‘_tmdt:/+oo)‘_t“dt

et cette derniére intégrale ne converge que si A = u. A f donnée, il existe donc au plus une valeur de A telle que
I(\) converge.

3.1. La fonction H) est une primitive de la fonction continue X — f et est donc de classe C*. On Hj(z) = A — f(x).

3.2. On réalise une intégration par parties. Sous réserve de justification,
t—+
o =L

Hi(1) x t%dt _ [HA(t) « (-1)] o[ R =),

a a a

Supposons que H)y soit bornée. Alors, 'intégrale de gauche est convergente en vertu du théoréme de comparaison.
Le crochet tend vers 0 et I'intégrale obtenue, I(\) est donc également convergente et sa valeur égale a la premiére.

4.1. Comme f est continue, ¢ est dérivable et I'on a ¢'(z) = f(z +T) — f(z) = 0. Ainsi, ¢ est constante. La

relation de Chasles donne alors
x+T

z+T T
Hy(z +T) — Hy(2) _/ (A 7)) dt—/ (A 7)) dt _/ (A £(t)) dt
T
=T — p(z) = AT — ¢(0) = )\T—/ f(t)dt.
0
T
4.2. La suite (H Ala+ nt))n>0 est une suite arithmétique de raison \XT" — / f(t) dt d’apres la question précédente.
- 0

1 (T
Il s’ensuit qu’elle n’est bornée que si elle est constante, i.e. si, et seulement si, A = A\g = T/ f(t)dt, valeur
0

moyenne de f.

4.3. La formule obtenue a la question 4.1. exprime alors que la fonction Hy, est T-périodique. Etant continue et
périodique, elle est bornée.

4.4. D’aprés la question 3.2, U'intégrale I(A\g) converge et, d’aprés la question 2, c’est la seule valeur de A pour
laquelle ce soit le cas.

4.5. Si A # Ao, on reprend l'idée utilisée a la question 1.3. Les justification sont identiques.
Tf(t T TXxo— f(t
/ fg)dt—/ todt—/ Otf()dt—Aolnerou).

7T/2 S‘ t
5.1. On pose A, = / M -
0 sint sint

nue sur |0, 7/2] et 'équivalent sinu ~o U montre qu’elle est prolongeable par continuité en 0 (par la valeur n). Il
u—

s’ensuit que l'intégrale définissant A,, est faussement impropre, donc convergente.

| sin(nt)|

TI'/2 3 t
dt et B,, = / smin)] dt Pour n > 1, la fonction ¢ — est conti-
0

5.2. Quand t tend vers 0
1 1 sint—t —t3/6 ¢
t sint  tsint 26
3




5.3. Notons 1 la fonction de la question précédente. Elle est continue sur |0, 7/2] et prolongeable par continuité
en 0, donc intégrable sur [0, 7/2].

T/2 | o t /2 | o t w/2 w/2
A -p, = [ I [ snpoae 4Bl < [ o]
0 sint 0 t 0 0
5.4.1. On souhaiterait appliquer la question 4.5 a la fonction m-périodique f = |sin| et a = 0, mais les questions

précédentes faisaient I’hypothése a > 0. Toutefois, comme / det est ici convergente, cela ne change pas le
1 s

résultat. Plus précisément, la question 4.2 montre dans un premier temps que A\g = — / |sint|dt = — # 0. En

T T

prenant a = /2 et en utilisant ’expression asymptotique A\gInx 4+ O(1) obtenue & la question 4.5, il vient

/2 | o nT/2 | o
B, - / | sin u| du+/ | sin u| du
(u=nt) U /2 U

2 2
—Cste—i——ln( 2)+(’)( )=—lnn+0O(1) ~ —Inn.
™

™

5.4.2. La question 5.3, puis ’équivalent ci-dessus donnent que

An:Bn—l—(An—Bn) :Bn—i—(’)(l)anNglnn.
T

Exercice 4

1. On utilise la bilinéarité de ® et son caractére symétrique. Il vient

(z17+ 2], 1T+ y2]) = 151 ® (1, 7) + 2292 ® (7, 7) + 2192@ (%)) + 2231 (7,7)
= 11y1 + T2y + (T1y2 + T2y1) cos O

1 cosB\ (1
(:c1 yl) (COSG 1 ><y2>

Cette expression matricielle peut s’avérer pratique.

2. Pour montrer que ® est un produit scalaire, il reste & étudier @()2 , X )

@(X,)?) 22 + 22 + 2x175cos O = (|| — |m2\) + 2|x122|(1 £ cos h)
(|SC1| — |IL’2 ) + 2|x1x2|(1 — |COS€|) >0
De plus, @()_f, X) étant la somme de deux quantités positives et 'hypothése 0 < 6 < 7 assurant que |cosf| < 1,

elle est nulle si, et seulement si, [z1| = |z2| et |z122] = 0, donc si, et seulement si X = . Ainsi, ® est bien un
produit scalaire sur E. (On pouvait aussi écrire plus naturellement ® (X, X) = (z1 + 22 cos6)? + (1 — cos® 0)z3).

3. Pour X = 17+ 227, on calcule
f()Z) = $1f+m2(—7+20089ﬁ = —Z9l+ (1’1 +2(zos¢9x2)j'
i3} (f()?),f()?)) = (—;1:2)2 + (331 +2cos€x2)2 - 21‘2(.7}1 —I—QCOSGJUQ) cos 6
=23 4 (1 +4cos® 0 — 4cos® 0) a3 + (4 — 2) cos Oz 9 = 23 + 23 + 2x129 cOS O = @()?,)2)

4. On utilise le procédé de Gram-Schmidt en orthonormalisant la base (i’, j_) Par hypothése, ® (7,7) = 1, donc
7 est bien de norme 1. On pose K = T— @(T,j)f = 7 — cos07. Par construction, <I>(i', E’) = 0 et l'on calcule
(7, K ) =1 —cos®# > 0. On prend alors finalement

_ _ K _cosf Tt 1
\/@(E/’ E/) V1 —cos26 sin @ sin 6 J:
4




5. La premiére colonne de la matrice C' donne f(ij = 7 et l'on a par ailleurs 7 = sin 0k + cos 07. Dans la base

(i’, E), la matrice de f est donc une matrice orthogonale dont la premiére colonne est (COSH sin H)T et qui est de
cos) —sind

déterminant det(C) = 1. On a donc mat(?’l;)(f) = <sin9 cos 0

> et f est la rotation d’angle 6.

On peut aussi (mais c’est plus long) utiliser la formule de changement de base, poser P = (é B Cf/s 391{1 Sam 0),
lewler P~ = (1 €080) i
calcule =0 sing ) Puis

B N (1 cosB) (0 -1 1 —cosf/sinf\ (cosf —sinf
mat(ik)(f)_P CP_(O sinf /) \1 2cosf/ \0O 1/sin@ ~ \sinf cosf )’

6. Si f est la rotation d’angle 0, f™ est celle d’angle mf (pour m € N*| et méme pour tout m € Z). Ainsi, f™ =idg

2km
si, et seulement si, mf € 277, soit, compte tenu de ce que 8 > 0, pour 6 € { ke N 5.
m



