Corrigé de la composition de Maths-A-(XLC) de 1’école Polytechnique

Proposé par A. NAIMI, Professeur en classe de MIP au lycée Moulay.Youssef Rabat.

Partie I
1.

(a) - On verifie que dim M, (C) =

(Coa)-(o o) (3

0

10
0 0

i 0
00

- Soit maintenant a, b, c,d, e, f, g, h des réels et A =

Aeﬁssi{

8 en tant que R-espace vectoriel, dont une base est :

1 0 i 00 0 0 00 00
0o/)’\oo0o)/)’\10/)’\i 0)’\0 1)\ 0 i

a+zb c+id

e+lf g+zh>EM2(C),alors
a+ib=—(a+ib
e+if =—(c+id c

. ib  —e+id

§+ih=— 8+1) h=—b
a+g+i(b+h)=0

ssiA=b.E+eF+dGssiAcvect(EFG).
On conclue alors que £ = vect (E, F,G) et comme (E, F,G) est une famille libre du R—espace

vectoriel M (C), alors £ est un
3, dont une base est (E, F, G).

sous espace vectoriel du R—espace vectoriel M, (C) de dimension

[E,F] = —2G
(b) On vérifie que ¢ [F, G| = —2E
(G, E] = —2F
2.
(a) Comme |||.||| est une norme d’algebre, alors on vérifie la convergence absolue de cette série dans

le banach (M, (C), |||-]]])-

C’est donc une série convergente.

N
(b) On vérifie que pour tout N € N, ¥ % (PflAP)k =p! (
k=0

N
Y gA*

) e

D’autre part 'application de M, (C) dans lui méme qui a X € M, (C) associe P~ XP est continue
car linéaire et son espace vectoriel de départ M, (C) est de dimension finie.

N
LA

Donc la suite (P‘l (
k=0

)

Et par passage a la limite dans la premiere égalitée, on obtient'égalitée exp (

A

(c) Notons A = 0

0

P> converge vers P~Lexp (A) P.
N

0 Ay

Comme l’ensemble des matrices triangulaire supérieur de M, (C) est une algebre,alors pour tout

N
N entier naturel, la matrice Y}
k=0

4 AF est triangulaire supérieur de la forme

N

14k
Y oM
k=0

0

N

14k
Z FAn
k=0

P~'AP) =P lexp (A)P.



donc par passage a la limite (N — +o0) et compte tenue du résultat sur les suites d'un espace
vectoriel de dimension finie, on obtient :

A

(d) Soit A dans M, (C).
Comme toute matrice carrée est trigonalisable sur C, alors A I’est aussi, donc il existe P € GL, (C)

A
et T triangulaire supérieure de M,, (C) de la forme 0 R tels que A = P~!TP,
0 0 Ay
et d’apreésle 2.b) : exp (A) = P lexp (T) P.
eM
Doncdet (exp (A)) = det (exp (T)) ,or d’apre le 2¢), exp (T) est de la forme
0 e 0 eAn

et est donc de déterminant

kﬁl eM = exp ( i /\k> = exp (Tr(T)) et Tr (T) = Tr (A) puisque les deux matrices T et A sont
= k=1

semblable;
D’ott det (exp (A)) = exp (Tr (A)).
Partie II
3. On a besoin du petit résultat suivant : Si M € GL, (C) alors M € GL, (C) et (M) oM
Puisque MM~ = MMl =1, = I,.
-D’abord U (2,C) C GL, (C).
En effet, si A € U (2,C), alors ‘{A.A = I, et comme A et A sont toutes les deux carrées, alors elle

sont inversible et 'inverse de 'une est ’autre ; donc ! A est inversible, donc A aussi.donc A € GL, (C).
D’ott I'inclusion.

- U (2,C) est non vide car contient .
- Soient maintenant A, B éléments de U (2, C), alors

“(ABY) (ABT) =t (B71) FAA(BT)
=" (B1)(B~!) car Ac U(2,C)
= ('B) - (B) ! d’apres le résultat i dessus et les propriétées de la transposition.
= (B.'B)
Or B € U(2,C), donc 'B.B = I, et comme tout a I'heure l'inverse de !B est B donc B.'B = .
Dot (AB™1) (ABT) = I et par suite AB™! € U (2,C).
On conclut alors que U (2, C) est un sous groupe de GL; (C).

* D’autre part 'application det définie un morphisme de groupe du groupe GL, (C) dans le groupe
multiplicatif C*donc son noyau est un sous groupe du groupe GL; (C) et SU (2, C) est I'intersection
de ce noyau avec U (2,C); c’est donc un sous groupe de GL; (C).

la> +|c* =1
. (a b TAA=1, b+ |d* =1

4. 801tA—<C d)eSU(Z,(C),alors{ det A — 1 , donc iAo
ad —bc=1

La troisieme égalitée est équivalente a (a,c) € {(b, d)}* dans l'espace hermitien C> muni de son
produit scalaire usuel.



Mais {(b,d)}" est un sous espace vectoriel de C2 de dimension 1 et on remarque qu'’il contient le
vecteur <E, —E) .
a=Ad

L _~ (7 _% T o _
Donc {(b,d)}— = C. (d, b), donc il existe A € C tel que { c— 2

,doncad —bc= A (|b\2 + ]d]Z)

Or d’apres ce qui précede ad — bc = |b|* + |d|* = 1, donc A = 1 et par suite { ca—:—dE }

b _
Donc A = ( _ag - ) et |a* + |b|* = 1 puisque d’une part a = d et d’autre part d’apres les relations
ci dessus |b|* + |d|* = 1.
Réciproquement, par un calcul simple on vérifie que toute matrice de la forme < _aE 2 >, avec a,b

des complexes tels que |a|* + |b|* = 1 est dans SU (2, C).
D’out le résultat.

(a) Comme MX = AX, alors ||[MX||; = |A]* ||X]|[5 ou encore  (MX) (MX) = |A]*.f (X) (X).
Or! (MX) (MX) =! X.!"MMX et puisque M € SU (2,C), alors ‘MM = I, donc 'MM = I, = I.
Donc ! (MX) (MX) =t (X) (X) et I'égalitée précédente devient ! (X) (X) = |A]*.f (X) (X) ou
encore || X||5 = |A|* ||X]|]5 et ||X||, # 0 puisque X # 0, d’ou
(b) 'X.M.Y.=! ("MX).Y.
F(M7'X).Y car M € SU (2,C).
1X).Y car MX = AX et A # 0.
XY

Al? =1 et par suite [A| = 1.

I
S~

t

—

-~

ar hypothese.
=0.

T
"<‘ o >.:\>—\

D’ou ! X.

(a) Soit A unélémentde SU (2, C), alors d’apres le résultat de la question 4. , ils existent a, b complexe
tels que :
A= < _aE Z > avec |a* + |b]* = 1.(%).
le polyndme caracteristique x4 de la matrice A vaut donc X?> —2aX + 1 ott « = Re (a) .
Remarquer que || < |a| < 1.
- Si ¢ = 1, alors compte tenue de I'égalitée (*) :a = xetb = 0 et donc A = I,.

i0
Donc A = P! ( eO ege > PavecP =1 € SU(2,C)etd =0.
e 0
-Si « = —1, alors pareille comme dans le cas précédent A = P! ( 0 oo ) PavecP =1, €

SU(2,C)etd =m.
- Supposons « ¢ {—1,1}, alors x4 admet deux racines complexes conjugué chacun de module 1
et distinctes a savoir :

a+iv1—a?eta —iv1— a2 Soit 0 un argument du complexe a + iv/'1 — a?, de telle sorte que
a+ivV1—a? =,

La matrice A est donc diagonalisable sur C et admet ¢ et e~
chercher une base de vecteurs propres.

® comme valeurs propres, reste a

Soit alors X et Y des vecteurs propre de la matrice A associé respectivement aux valeurs propre
e et e 0.

Quitte a diviser par ||X||, et ||Y||,, on peut supposer X et Y unitaires au sens de la norme ||.||,.
Montrons maintenant qu’ils sont orthogonaux dans le hermitien C2.

Onad’une part 'X.AY =f X.AY =! X.e=#0Y = €9.!X.Y.



(b)

D’autre part,
'X.AY =t X' (A71) Y car A etant dans SU (2,C), donc A =' (A7)
—H(ATX) Y
=! (e7X) .Y car AX = ¢°X.
= e 0IXY
Onadonce®fX.Y = e .!X.Y donc (e — e ) .!X.Y = 0 et comme ¢ # e, alors ' X.Y = 0.
Et si on note par Q la matrice carrée complexe d’ordre 2 dont les colonnes sont X et Y, alors

0
A=P1DPouD= < 60 eg'g > et P = Qil'

— x| XY
O t0.0 = H 112
na Q0 (txx M

est un groupe alors P = Q! € SU (2,C).

), donc Q.0 = I, par suite Q € SU (2,C) et comme ce dernier

, . e’ 0
On a donc montré que toute matrice de SU (2, C) s’écrit sous la forme P~ 1. < 0 o

PesSU(2,C)etd eR.

Le sens réciproque est immediat puisque deux matrices semblables ont méme trace.
Soient maintenant R, S € SU (2, C) tels que Tr (R) = Tr (S) .
D’apres le résultat de la question 6.a., ils existent P, Q € SU (2,C) et 6, ¢ réels tels que

> .P avec

e® 0
0 e—i@

5= () S )0

et comme Tr (R) = Tr (S),alors 0 = ¢ [2m]ou 6 = —¢ [27].

R=r1( )P

donc Tr (R) =2cos®
Tr (S) =2cos ¢

i0 ip
- Supposons 0 = ¢ [27], alors < eO ege ) = < eo eg(p ) etR=P'.(QSQ™").P=T"1ST

ottonaposé T = Q!P.
Et cette derniére matrice est dans SU (2, C) puisque ce dernier est un groupe et contient P et Q.

e 0 e 0
- Supposons 6 = —¢ [27], alors < 0 e—iv ) = < 0 )

Par aileur un calcul simple montre que
e 0\ [0 1 e 0 0 -1
0 e® )\ -10 0 1 0
(0 1Y (0 -1
“V-10) L1 0 )
1 e 0 0 -1
_ p-1 .
OnadoncR =P < 0)( 0 619><1 0 >.P
0 1 e’ 0 0 —1
_ p-1 i
= (Go) (T ) )
0 1 0 -1
_ p-1 -1
e 5 g )esen (5

=T 1S.T oionaposé¢ T = Q! ( 0 _01 ) P.

~— o
~

1

0

Et les trois matrices Q7!, < 1

_01 ) , P sont dans le groupe SU (2,C) donc leur produit T =

0 -1

-1

Q < - ) P SU(2,C).

Donc R =T~ 'S.TetT € SU (2,C). D’ou le résultat.

4



(a)

(b)

()

Soit n € N et notons A, (A, B) =

Y h(A+Bf (% tav)(x 1B
k=0 p=o0 P’ g=0 T

Comme [A, B] = 0, alors A et Bcommutent donc par application de la formule de bindme :

n k n n
Av(AB)=|||X & X CaBe— | ¥ Lar)( x 1B
K=o ' +=0 p=0 ¥’ g=0 T
n n n n k
Oor| % %AP Y %B‘l = Y ;;,APBq et ¥ Y o q,APB‘I =Y & X CIA'BF
p=0 q=0 0<p,q<n k=0 p+q=k k=0  r=0

z( ) M,Aqu> Y Liarpt

p+q=k 0<p,q<n

y Llarpi— y Lllappq

pta<n? T o<pa<n P
= ( )ZI\]; ql,APB‘? ottonaposé I = {0,...,.n} et] = {(pq) eN*/p+q <n}.
p.a)e
Et par application de l'inégalitée triangulaire et compte tenue du fait que |||.||| est une norme

d’algebre, il vient :
Au (A, B) S( )ZI\]%%HIAHI”IIIBIH"
pa)e

Mais en reprenant des calculs analogues aux précédents, on obtient aussi :

AP = s 2imame ) (s 2l — v L4 BlINK
X g AN IIBI] L oAl X o llBl[] L w (A + B[
I\] p=0 q=0 k=0

(pa)€

n n
k
Onadonc0 < A, (A,B) < ( ot IHAIII”> ( ,IIIBIH”’) = L w Ul HIBIID" pour
p=0 q=0 =

tout n entier naturel.

n n
Mais la suite de terme géneral | Y, %H\A[Hp ( 7 L1118l Y & (Al +]|BI|)* converge
4=0

vers exp (|||Al]]) exp (]||BI||) —exp (|||A||| + |||B]||) et ce dernier terme est nul.

Donc la suite (A, (A, B)), ey converge vers 0.

D’autre part, par définition de I’exponentille d’une matrice et par continuité de la norme |||.||| et
du produit matricielle dans M, (C), la suite (A, (A, B)),,cy converge vers |||exp (A + B) — exp A.exp B|||.
D’ou I'égalitée exp (A + B) = exp A.exp B.

Par continuité sur M, (C) des applications A —! A et A — A, on montre que si A € M, (C),
alors :

(exp (A)) =exp ("A) etexp (A) = exp (A).

Soit maintenant A € £, alors * (exp (A)) .exp (A) = exp (*A) .exp (A).

Mais comme A € £, alors ‘A + A =0, donc ‘A = — A, par suite ' A et A commutent et d’apres le
résultat du 7.a:

exp (tA) .exp (Z) = exp (tA +Z) .
On a donc ! (exp (A)) .exp (A) = exp (fA+ A) et comme A € L, alors A+ A = 0, donc
exp (tA —|—Z) = b.
D'ou ! (exp (A)).exp (A) = L.
D’autre part, d’apres le résultat du 2.d, det (exp (A)) = exp (Tr (A)) et Tr (A) = 0 puisque A €
L.
Donc det (exp (A)) = 1.

On conclut alors que exp (A) € SU (2,C) et par suite I'image de £ par l'apllication exp est
contenue dans SU (2, C).

Soit A € SU (2,C) ,alors d’apres le résultat du 6.a, 3P € SU (2,C) et 360 € R tels que A =

(e 0
A (20



(d)

(a)

(b)

()

i 0
0 —if
Reste a vérifier que la matrice P~!MP € L.

En effet, ! (P~'MP) + P~TMP = 'P.M.!P~1 + P-TMP = 'P.M.!P~1 4 (P) ' MP car la matrice M
est symetrique.

En posant M = ( ) et en utlisant le 2.b, on montre que A = exp (P~'MP).

— Pt
Or P € SU (2,C) donc 'P.P = I, donc (P)fl =
tp~1=p
Donc! (P~'MP) + P-'MP = 'P (M+ M) Pet M+ M = 0,d’ou’ (P~'MP) + P-'MP = 0.
D’autre part Tr (P~'MP) = Tr (M) et Tr (M) = 0, donc Tr (P~'MP) = 0.
On conclue alors que P~'MP € L et par suite A = exp (P"'MP) € exp (£). D’ot1 la surjection.

Non puisque < 8 8 ) et < 2671 —gin > sont des éléments distincts de £ et leur exponentielle

est le méme : c'est I.

i0
Soit A € G\ {I, —I},alors d’apreésle 6.a, 3P € SU (2,C) et 30 € Rtelsque A = P! < eO egg > p

etcomme A ¢ {I,, —I,}, alors 6 ¢ nZ.
D’autre part en posant Q = P~!, alors Q € SU (2,C) puisque SU (2,C) est un groupe conte-

e 0 .
< 0 efiQ ) = Q 1AQ
nant P et on a donc par hypothese faite sur le groupe G, I'élément

Qe SuU(2,C)
AeG
e 0
(0 €i9>EGet9€R\{k7r\k€Z}.

D’otu le résultat.

On vérifie que les coefficients diagonaux de cette matrice sont : la]* + (1 — |a|2) e 20 ot |a|* +

(1 — |a|2) %0,

Soit a € [0,1].et posons b = v/1—a2. On a alors a,b € C et |a]* + |b|* = 1, et par suite la
i0
matrice A = ( _QE Z ) € SU (2,C) et comme ( eO 691-9 ) € G, alors par hypothese faite sur
e? 0
le groupe G, I’élément A ( 0 i > AleG.

; 1
e @ 0 e’ .
D’autre part, ( 0 > = < o—i0 > € G puisque G est un groupe contenant 1’élément

e 0
e’ 0
(9 o)

et toujours puisque G est un groupe alors il contient1’élément A < e(i)@ ege > AL ( eoie e(i)a ) ,
donc sa trace est dans gLEJG {Tr ()} quivautd’apresleb.: |a|* + (1 - |a|2> e 20 4 |a* + (1 — ]a|2) %,
On adonc:

af* + (1= [af*) e+ [af* + (1= [a]*) ¥ = 2]a]*+2 (1~ |al*) cos (20)

= 2cos (20) +4|a* (sin0)* € U {Tr(g)}
g€G

On a donc montré que pour tout a € [0,1],, 2 cos (20) + 442 (sin 0)* € U {Tr (g)}-
g€

Donc l'image de l'intervalle [0, 1] par I'application : a — 2 cos (268) 4 4a? (sin 6)* qui vaut [2 cos (6) , 2]
est contenue dans U {Tr(g)}. et en posant § = 2 (1 — cos (0)), alors 6 > 0 puisque 0 ¢ 7Z et
ge

[2-6,2] C U {Tr (g)}. D’ot1 le résultat.
gc<



9.

Soit M € SU (2,C).

iQ
D’apres le 6.a, il existe P € SU (2, C) et il existe ¢ € R.tels que M = P! ( eo e_Ol»q) > p.
D’autre part, puisque la suite (2cos (£)), _y.converge vers 2 ) 2 — §,a, alors il existe g entier naturel

non nul tel que
2 cos (5";) )2 —39.

neN*

i 0 o " B B
donc Tr (( 0 ot )) —2cos<q> €[2-46,2],0r[2—-5,2] ngG{Tr(g)}.

i je
Donc dg € G tel que Tr << eoq gg )) = Tr(g) etles deux éléments ( ¢
e 1
Su(2,C)
( Le premier c’est la question 4 et pour le second c’est parceque g € G et G sous groupe de SU (2,C) )

i@
Donc d’apres la question 6.b ils existe Q € SU (2,C) tel que ( eoq eoigi > = Q'gQ, alors par

E- P ) et ¢ sont dans
e 1

je
hypotheése faite sur G, 1’élément ( eoq _OZ.Q ) = Q7 '¢Q € G et puisque G est un groupe, alors
e

q
ee 0\ e 0 ! cG
0 e i - 0 e—i%l '

ip
Donc par hypothése faite sur G, 'élément M = P! < ¢ 0

D’ou I'égalitée G = SU (2,C).

Partie III

10.

11.

12.

13.

eoz—zoe=2iz
On vérifie quel'ona: ¢ eow —woe = —2iw .
zow —woz = 4ie
Raisonnons par récurrence.
-Onae (2 (v)) = e(v) = Av,donc e (2° (v)) = ppz® (v).
D’ot1 le résultat pour k = 0
- Soit k € N et supposons qu'il existe i € C tel que e (zF (v)) = wz" (v), alors en composant la
premiere égalitée cidessus par z¥,
puis par le vecteur v il vient (e 0 z°*1) (v) — (zoe 0 2F) (v) = 2izFF1 (v).
Donc e (M1 (v)) = (2i + ) 21 (v), donc e (2K (v)) = 12K (v), olt on @ posé .y = 2i + .
D’ou le résultat pour k + 1.
On conclue alors que pour tout k € N, il existe y;, € C tel que e (zX (v)) = 2" (v) et les 1 sont deux
a deux distincts
Notons I = {k € N | z" (v) # 0}.
D’apres ce qui précedede, pour tout k € I, zF (v) est un vecteur propre de e.

Donc la famille (z* (v))k cy est une famille de vecteurs propres de e associés a des valeurs propres
distincts, donc libre et étant une famille de vecteurs d"un espace vectoriel de dimension finie, alors elle
est finie et donc I est fini et comme c’est une partie finie de N et non vide ca contient z° (v) = v # 0 (v
est un vecteur propre de e), alors I possede un plus grand élément p.

On a donc z? (v) # 0 et zF1 (v) = 0. En notant vy = z? (v), alors vy est un vecteur propre de e et
z(vg) = 0.

D’ot1 le résultat.

Remarquons d’abord que 'on a pour tout k € N, vy = w (v).

Montrons maintenant par récurrence que pour tout k € N, e (vy) = (A9 — 2ik) vy.

- Comme e (vg) = Ag.vy, alors l'égalitée est vérifiée pour k = 0.

- Soit k € N et supposons e (v;) = (Ag — 2ik) vy.



14.

D’apreés le résultat de la question 10, ona:eow — w o e = —2iw et en composant cette égalitée a droite
par w* puis par le vecteur

vp, on obtient :

e (w1 (vg)) — w (e (w* (v9))) = —2iwk! (vg) donc e (vpy1) — w (e (vr)) = —2ivky1 et en tenant
compte de I'hypotheése de récurrence,

il vient : e (vg,1) — w ((Ao — 2ik) vx) = —2ivk,q ou encore .e (V1) — (Ag — 2ik) v 1 = —2ivk,q Ou
encore e (vx,1) = (Ao — 2i (k+ 1)) vgy1q.

D’ot I'égalitée pour k + 1 et donc pour tout k € N, :

e (Uk) = (/\0 - Zlk) Ok

Remarquons que les complexes Ay — 2ik sont deux a deux distincts.

De la méme maniere et en utilisant la troisiéme égalitée du résultat de la question 10., on montre que
pour toutk € N, :

z (Uk) =4k (ZAO +k— 1) Uk_1

(a) Notons | = {k € N |. (v, ..., vk) estlibre}.
Alors | est une partie de N non vide car contient 0 (vy # 0 car c’est un vecteur propre de e) et
majorée par dim £—1, elle admet donc un plus grand élément 7.

On a donc (vy, ..., v,) est libre et (vp, ..., v,41) liée, donc v,41 = 0 car sinon et d’apres le résultat
de la question 13. (v, ..., v,+1) serait une famille de vecteurs propres de e associés aux valeurs
propres (Ao — 2ik)y;, qui sont distictes deux a deux, donc libre!
On a donc (v, ..., v, ) est libre et v,,11 = 0.
(b) D’apres le résultat de la question 13., on a z (v,41) = 4 (n+ 1) (iAo + 1) v, et comme v, = 0
. . . €(Uk):i(1’l—2k)7)k
1 = le 13.
et v, 75 0, alors Ag in et donc toujours par le 13., on obtient { . (Uk) = (n ket 1) Pe_1
pour tout k.
En particulier e (vn) = —inv, .
z (vy) = —4nv,_q
D’autre part, puisque e (vg) = Agvy, alors e (vg) = invy.
Les autres relations sont immediates.

FIN



