CCP 2004 - COMPOSITION de MATHEMATIQUES II - Série MP
(Jean-Pierre Roudneff, lycée Louis-le-Grand)

Préliminaires

n
1. Avec les notations de I’énoncé, la k-iéme composante de M X vaut ) apjz; donc, pour tout k € [1, n],
j=1

n n
| 22 arzi| < 32 laws] (| X (oo <IIM [ X loo, ce qui prouve Vinégalite || MX oo <[| M [[| X oo
J=1 J=1

2.a) Pour tous M = Z By et M = E z) By de M et tout A réel,
©NOM) = e ] = [ max es] = AN (1)

- VEk e [1,d], |zip+a)| < |zg|+|z)| S N(M)+N(M') done N(M+M') < N(M)+N(M') par définition
d’un "max";

-~ N(M)=0 ssi Vke[l,d], zy =0 ssi M =0 vu que [ est une base de M.

L’application (& valeurs positives) N est donc une norme sur M.

2.b) L’équivalence des normes dans un espace vectoriel réel de dimension finie justifie instantanément
I’existence des constantes strictement positives a et b.

2.c¢) La notion de convergence ne dépendant pas de la norme choisie (de par I’équivalence des normes), la
suite (|| M, H)peN converge vers 0 ssi la suite (N(Mp)) converge vers 0 ssi chaque suite (z,(k))
converge vers 0.

peEN peN

Partie I

- SRV po [Tla—w)T o
3.a) La formule de Taylor avec reste intégral f(z) = > x (x—A)" + 1) f )(u)du donne
k=0 : A

I'identité demandée en tenant compte du fait que les ¢ premiéres dérivées de f s’annulent en .

3.b) En effectuant le changement de variable affine défini par v = x + t(A—z), on obtient :

1 -1
flx) = —(x—)\)g/o (;_1>!f(£)(x+t(x—/\))dt.

1 -1 1

t

La fonction h définie par h(z) = —/ @ 1>‘f(z)(x+t(x—>\))dt s’écrit / g(z,t)dt, o g est, par produit
o (U—=1) 0

et composition, une application de classe C! de I x [0,1] dans R.
En appliquant le théoréme de dérivation sous le signe somme (dans le cas de U'intégrale sur un segment), h
Lo
g
—(z,t)dt.

; 9 O 0)
En fait, toujours par composition, g est de classe C*> sur I x [0,1] et le théoréme précédent employé de
facon itérée montre que h est de classe C*> sur I.

est de classe Cl sur I et Vo € I, W (z) =

4.a) Pour tout j € [1, r] et tout k € [0, mj—1], la formule de Leibniz donne

190y = +Z() OOIP ().

Or Vp < mj—1, H(p)()\ ) =0 donc Vj € [1, r], Yk € [0, m;—1], f*()\;) =g®();) et on a bien f =g

4.b) Pour tout j € [1, r], définissons P;(X) = (X —A;1)™ ... (X —X;)™ et prouvons par récurrence finie
sur j la propriété
(Hj): il existe hj € CP° telle que Vo € I, f(x)—g(x) = Pj(x)h;(x).



— (H1) est vraie d’aprés le 3.b).

— Supposons (H;_1) vraie (avec 2 < j < r) et prouvons (H;). Pour cela, appliquons & nouveau la formule

de Leibniz au produit hj—1 = (f—g) X

Iz comme (f—g)®()\;) = 0 pour tout k € [0,m;—1],
-1

il vient Yk € [0,m;— 1], hyc)l()\ ) = 0. En appliquant la question 3.b), il existe h; € C7° telle que
Ve el, hj_i(x) = (z—X\;)™h;(x), et (H;) en résulte.

Ceci achéve le raisonnement.

5. (2) = (1) résulte directement de la question 4.a).

(1) = (2) Observons que la condition P = Q) signifie que, pour tout j € [1, r], le réel A; est racine de
P—Q avec un ordre de multiplicité au moins m; : le polynome P—@Q est donc divisible par (X—X;)™. Les
polynomes (X —X\;)™ étant deux a deux premiers entre eux étant donné que les A; sont distincts, P—Q
est divisible par leur produit, ¢’est-a-dire par 114.

Partie 11

6. L’application ¢ est clairement linéaire. Elle est de plus injective : en effet, I’égalité ¢(P) = ¢(Q) signifie
P = Q donc P—Q est divisible par II4 d’aprés 5., d’ou P = @ étant donné que degP—Q < m—1 et
deglly =m

Les espaces vectoriels R,,—1[X] et R™ ayant la méme dimension finie, le caractére bijectif de ¢ en résulte.

7. L’existence et I'unicité de Py sont dues a la bijectivité de ¢ : il existe un élément de R,,_1[X] et un
seul tel que @(Py) = (PEIO0)) gy - (PEI D) oy 1)

8. Par division euclidienne, il existe deux polynémes @ et R tels que f=QIl4+ R et degR < m—1.
On a alors f = R, d’'ou Py = R pour une question de degré. En substituant A a l'indéterminée X, on en

N N
tire > apA* =0+ P;(A) par définition du polyndome minimal, donc f(A4) = 3 azA*.

k=0 k=0
9.a) Le polynome caractéristique de A est ici X2 —2X+1 = (X —1)2. D’aprés le théoréme de Cayley-
Hamilton, le polynéme minimal de A divise (X—1)2, mais comme (X—1) n’annule pas A, on conclut que
H4(X) = (X-1)2
9.b) (1) : si f(x) =ax+Db, on a directement f(A) = aA+ bl d’apreés le 8..
(2) : si f(z) = sinmz, alors Py est 'unique polynome de degré au plus 1 tel que Pr(1) =0 et Pp(1) = —m;
on vérifie que Py(X) =m(1-X) convient, d’ou f(A) =7n(la—A).
(3) : si f(z) sécrit (z—1)%g(z), alors f(A) = 0 vu que I'unique polynéme de Ri[X] tel que Py(1) =
Pi(1) =0 est le polynome nul.

Partie II1

10. Par propriété d’isomorphisme de ¢, il existe un (unique) polynéme Q; tel que Q ( j) =1 et, pour
tous £ € [0, mj—1] avec £ # k, Q ( i) =0.

r mj—1

Pour tout f € C, le polynome Y. > f#)(\;)Q;x est de degré au plus m et coincide avec f sur le
7j=1 k=0

spectre de A, donc est égal & Py.

Soit une seconde famille de polynémes @j,k répondant a la question. En prenant pour f le polynome @ g,
on obtient alors f = Py =1.Q;; + 0, ce qui établit bien I'unicité.
r m;—1
11.- Si la famille des Zj ;. était lice, il existerait des réels «jj non tous nuls tels que > > a;rZjr = 0.
j=1 k=0
Par 'isomorphisme ¢, on pourrait trouver un polynéme f, nécessairement non nul et de degré au plus m,



r mj—1

tel que Vj € [1, 7], Yk € [0,m;—1], f*)(N\;) = ;. Alors f=Pr = > «@;xQjx d’on, par substitution,

j=1 k=0
r mj—l
f(A) =3 > ojrZ;, =0, ce qui est impossible vu que deg f <m et f # 0.
j=1 k=0

r mj—1
— Pour f € C§° arbitraire, Pégalite f(A) = >° > f¥)()\;)Z;x provient tout simplement des définitions
j=1 k=0

f(A) = Py(A) et Zjy = Qjr(A).
12.a) Le polynéme minimal de A étant I14(X) = (X—1)2, onaici 7 =1, m; =2 et A\; = 1. En appliquant
la formule du 11., on en deduit : Vf € C°, f(A) = f(1)Z1 + f'(1)Z2 en posant Z1 = Z11 et Zo = Zi 2.

12.b) En choisissant f(x) =1 pour tout = € R*, on obtient en particulier I = Z;.
De méme, en prenant Vo € R*, f(x) = x, on trouve Z; + Zs = A.
Des deux égalités, on tire que Z; = Iy et Zo = A — L.

12.c) Si a > 0, l'application f : z +—— % est de classe C* sur R%. On peut alors appliquer la formule
précédente, ce qui donne f(A) = Is + a(A—1I7).

1
OnaﬁmiA“:aA+ﬂ—®be%mpmﬁmkmAmm:QmMA—ZMMgm\/1:?A+b)

13.a) Le polynome caractéristique de A étant —X (X?4+X) = —X2(X+1) (calcul facile), le polynome Il4,
qui a les mémes racines et qui le divise (d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton), est soit X (X +1) soit
X2(X+1). Or, on vérifie simplement que A(A + I3) # 0 : par conséquent, I14(X) = X2(X +1).

Ce polynome n’étant pas a racines simples, A n’est pas diagonalisable dans M, (R).

13.b) En utilisant les notations du 10. (avec A\ = 0 et Ag = —1), il existe des matrices Z1,1, 21,2, Z2,1

telles que Vf € CH%O, f(A) = f(O)ZLl + f/(O)Zl,Q + f(—l)Zg}l.

Les choix successifs de f(z) = z+1, = et 22

A? = Z3.1. On en déduit :

conduisent aux égalités A+ I3 = Z11, A = Z1o — Zo1 et

2 -1 1 1 -1 1 0 00
Zin=A+L=2 -1 1|, Zia=A+A*=|1 -1 1|, Zy;=A*=[-11 0|.
2 -1 1 0 0 0 -110

Partie IV

14.a) La formule du 10. établit immédiatement la linéarité de I’application f +—— P : on a en particulier
Paf = an et Pf+g = Pf + Pg.

14.b) Par définition de Py et P, il existe h,k € C3° telles que f = Pr+hll et g = Py+kIl4. Le produit
de ces deux égalités se mettant sous la forme fg = PP, + hiIl4 avec h; € C7°, on a alors fg = P¢P,.

La relation = étant clairement transitive (c’est en fait une relation d’équivalence), on obtient PyP, = Py,
d’ou l'existence d'un polynome H € R[X] tel que Pyy = PyPy+ HIl4 d’apres le 5..

15.a) - Pour tous f,g € C° et a € R, ona S(af) = Paf(A) = aPr(A) = aS(A) et S(f+g) = Pryg(A) =
Pr(A) + Fy(A).

—Pour tous f,g € C7° ona S(fg) = Pry(A) = Pr(A)Py(A)+H(A)IA(A) = Pr(A)Py;(A) = S(f)S(g) (avec
les notations précédentes).

— Enfin, S(1) = I,,, ou 1 désigne la fonction constante égale & 1.

L’application S est donc un morphisme d’algebres de (C7°,+, x, ) dans (M, (R),+, x, -).

15.b) En utilisant ce qui précede, f € KerS ssi f(A) =0 ssi Pp(A) =0 ssi Pr=0 ssi f = 0.

Le noyau de f est donc I'ensemble des fonctions de C5° telles que Vj € [1, 7], Vk € [0,m;—1], f®)();) =0,
ou encore qui s’écrivent hIl4, avec h € C7° d’apres le 4.b).

16.a) Par propriétés de morphisme, (cos A)% 4 (sin A)? = (S(cos))? + (S(sin))? = S(cos?) + S(sin?) =
S(cos?+sin?) = S(1) = I,,.



16.b) — Siles \; sont strictement positifs, I'application fi appartient a C3° (avec I =R*) donc (VA)? =
(S(f1))? = S(ff) = S(1d) = A.

1
— De méme, A x 1= S(Id)S(f1) = S(1) = I,. La matrice — est ainsi I'inverse a droite, donc 'inverse, de

A

1
A it —=A"1.
, soit 2

17. — L’application S étant un morphisme de R-algébres, son image My est déja une sous-algébre de
M, (R). De plus, la commutativité de I'algébre C¢° entraine celle de My @ en effet, pour tous f,g € C3°,
f(A)g(A) = (f9)(A) = (9/)(A) = g(A) f(A).

— Enfin, comme f(A) = Pf(A) avec égalité lorsque f € R,,,—1[X], on a My = {P(A), P € R,,_1[X]} =
S(Ry—1[X]), d’ott dim M4 < m. En ajoutant que S est injective sur R,,_1[X] (par définition du polynéme
minimal), on peut alors conclure que dim M4 < m.

18. Les racines du polynéme minimal étant les valeurs propres de A, aucun A; n’est nul si A est inversible.
En divisant par —Ap ...\, Pégalité IT4(A) = 0 se met alors sous la forme a1 A +aA? +- -+, A™ = I,
soit encore A x (a1l + asA + -+ ap A™71) = I,,. 1l en ressort que A posséde un inverse a droite dans
M4, sibien que A7 € My.

19. (1) = (2) Si f(A) est inversible dans M, (R), elle 'est dans M4 d’apres le 18., donc il existe
g € Cy° telle que f(A)g(A) = I,,, dou Pr(A)P;(A) = I,,. Or, selon 14.b), Prs(A) = Pr(A)Py(A) = I,
ce qui implique Pry(X) =1 par unicité de ce polynéome. En reportant dans I’égalité du 14.b), on obtient
\V/j € [[1, 7“]], Pf()\j)Pg()\j) =1 donc Pf()\j) 75 0.

(2) = (1) Réciproquement, si Vj € [1, r], Pr();) # 0, alors Py et II4 sont premiers entre eux donc il
existe deux polynomes réels U et V tels que UP; + VII4 = 1. Par substitution, U(A)P¢(A) = I, soit
U(A)f(A) =1, : la matrice f(A) est inversible dans M, (R).

20. Le réel A est valeur propre de f(A) si et seulement si f(A)—Al, = (f—A)(A) n’est pas inversible, ce
qui équivaut encore, d’aprés 19., a U'existence de j € [1, r] tel que f(A;) = A

On peut alors conclure que Agq) = f(Aa).
Partie IV

21. La famille § des Z;) forme clairement une base de My. D’aprés le 2.a) des Préliminaires, la suite
de matrices (fp(A)—f(A))peN converge vers 0 si et seulement si pour tous Vj € [1, 7] et k € [0, m;—1],

chaque suite (fék)(Aj)—f(k)(Aj))peN de ses composantes dans la base 8 a une limite nulle. Ceci établit bien
I’équivalence demandée.

(ta)"
— !
Comme fék) =tk f,_k pour tous j € [1, 7] et k € [0, m;—1] (avec k < p), la suite (f]f,k)(Aj))
vers ( f (k)(Aj))p ey bar utilisation du développement en série entiére de ’exponentielle.

+o0 £
La traduction du résultat du 21. donne alors I’égalité fi(A) = > EAK.
(=0 **

P
22. Avec les notations précédentes, prenons f: x— €' et f,: z+— >
£=0

peN converge

a(t)
23. La solution générale X(t) = |y(t) | sur I = R du systéme différentiel proposé est donnée par
z(t)
X(t) = exp(tA)Xo, soit encore X (t) = f:(A)Xo, avec Xo = X(0).
241 —1—t 1+t
D’aprés le 13.b), fi(A) = fi(0)Z11 + f1(0)Z12 + fi(—1)Z21 = |2+t—et —1—t+e ' 1+t ], ce qui
22—t 4et 1

conduit a l'expression de X (¢) en fonction de la condition initiale X (0).



