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Fonctions de matrices symétriques, continuité et convexité

Matrices de permutations

1 > L’application w associe & une permutation o € B, la matrice w(o) = (6; 0(j))1<i<n -
155<n

Soit 4,5 € [1,n]?, on a [w(o)w (0')]1.7]. = kz 3i,0(k)Ok,0"(j) » Ok,o(j) = 0 pour k # o'(j) donc
=1

[w(o)w (UI)]i,j = 5%‘,6(6’(]’)) =[w(oo U/)]i,j

01,0())
2 > Soit o € B,. Pour tout j € [1,n], la j-éme colonne de w(o) est C; = : c’est le vecteur de R™ dont
O (i)
tout les termes sont nuls sauf celui d’indice o () , c’est le o (j)-eéme vecteur de la base canonique, (&;)1<i<n , de R";
Cj = €,(j) - Donc (Cj), ., est une base orthonormée de R", pour le produit scalaire usuel. Ainsi w(o) € On(R)
et w(B,) C On(R) .
3 > Soit o € By et (di);<;<,, ER". Ona

Diag ((di)lgign) = (di5i,j)1§i§n et Diag ((dd(i))1§z‘§n) = (dg(i)§i7j) 1<i<n -

1<j<n 1<j<n

Posons M = Diag ((di)1§i§n> w(o) et M' = w(o) Diag ((dg(i)) . Montrons que M = M’.

On a pour tout 4,5 € [1,n]

1<i§n>

[M]iy = didikbro(y = dibioiy et M, =D 8oty Ao = do()0i.0()
k=1 k=1

oy sii=o(j)
0 sii#o(y)
4 > Soit D = Diag(dy,...,d,) et D’ = Diag(d},...,d!,) deux éléments de D, (R).

N

Ce qui donne [M];; = [M'];; { et M =M.

i)=ii) D et D’ ont le méme ensemble de coefficients diagonaux, chacun ayant le méme nombre d’occurrences dans

D et D', donc il existe o € B, telle que d = d,(;) pour tout i € [1,n] et D' = Diag (d0(1)7 - ,do(n)) )

L= ty(o) et

D’aprés la question 3 on a D w(o) =w(o) D', comme w(o) € w (B,) C O, (R) alors w(o)~
D' = 'w(o) D w(o)
ii)=1) Soit M € w (B,) telle que D' = *M DM , il existe o € B,, telle que M = w(c) , la question 3 donne
DM = M Diag (dy(ry, - - - do(y) €t Diag (dor)s- - do(m)) = "MDM

donc D’ = Diag (dg(l), ... 7d,,(n)) ainsi D et D’ ont le méme ensemble de coefficients diagonaux, chacun ayant le

méme nombre d’occurrences dans D et D’.



Fonctions de matrices symétriques

5> Soit S € S,(I). S est symétrique réelle, d’apres le théoreme spectral il existe P € O,,(R) et
D = Diag (s1,...,8,) telque S=P D'P S €S8,(I) donc Sp(S) = {s1,...,sn} C 1.
En prenant Q = P, on obtient : S = ‘QDiag (s1,...,5,)Q avec (8i)1<icn € 1™

6 > Soit (8i);<;<, € I", supposons que dans (s;);<;<,, il y a m éléments deux a deux différents notés ai, .., ap, ,

avec 1 <m <n ,alors {a1,...,a,} = {s1,...,5,} . Posons
¢ Ry_1[X] — R™
P — (P(a1),...,Plam))

© est linéaire . Soit P € ker ¢ alors il admet m racines deux & deux distinctes ( les a;) et il est de degré inferieur
an—1,donc P = 0. Ainsi kerp = {0} et ¢ est injective, entre deux espaces de méme dimension donc elle est
bijective .
Soit P = o~ 1(f(ay),..., f(am)) , on a alors Vi € [1,m], P (a;) = f (a;) ou encore Vi € [1,n], P (s;) = f (si) .
P est appelé polynome d’interpolation de Lagrange , il a pour expression P(X) = XT: f (ar) H ii ‘(1; .

k=1 1\;&;7"
7 > Soit S €S,(I), Q0 € Op(R) et (8i)1<jcn s (5i)1<icn € I™ telles que

S = 'Q Diag ((si)lgign) Q = QY Diag (( )1<Z<n> o,

Considérons P le polynéme verifiant : Vi € [1,n], P (s;) = f (s:) -

Par récurrence on a pour tout entier k

st = 'Q Diag ((s5),.,c,) @ = 'O Diag(((s;)k)KKn) 2 €S,(R),

ce qui donne

P(S) = ' Diag ((P(s1)1c,c,) @ = ' Ding (P (s)) 1<) @ € Su(R),
ainsi

P(S) = ' Diag ((f (s:))1<ic) @ = '@ Ding ((f (5))1cicn) @ € SalR) .
8 >
— Soit S € S,(I), s1,...,5, €I et Q € Oy (R) tels que S = Q) Diag ((Si)1§i§n) 0.

Onau:RI = S,(R)SD [ sipe R alors u(p)(S) = ‘Q Diag <(<p (Si))1§i§n> Q0.
Soit f,geRT et A\ER.

u(f +29)(8) = 2 Diag (((f +A9) () 1cicn) ©

(
= 'O Diag ((f( ))1<Z<n> Q+ XQ Diag (( (s ))1§i§n) Q
u(f) + Au(g)(S)

C’est vrai pour tout S € S, (I), on en déduit que u(f + Ag) = u(f) + Au(g) et u est linéaire .

— v:RI SR [ pour p e Rl et S €S,(I) onav(p) =Tr (u(y)).
Tr et u sont linéaires donc v est linéaire .

— Ecrivons zI,, = 'I,,Diag(x,...,z)I, avec I,, la matrice identité, I, € O, (R).

Donc u(yp) (zI,) = *I,Diag(o(x),...,o(x)) I, = p(z)I, .
Ainsi, Vp € R vz € I, u(yp) (z1,,) = p(z)1,.



9>

— Injectivité de u :
Soit ¢ € ker(u). Donc u(p) = 0 et pour tout S € S,,(I),u(p)(S) =0, , en particulier, pour tout = € I,
xl, € Sy(I), donc u(y) (v1,) = ¢(x)I,, = 0, . Ainsi, pour tout x € I,o(x) =0, ¢ est la fonction nulle O(gry.
Donc ker (u) = {O(Rz)} et u est injective .

— Surjectivité de w :

e Sin=1,alors S,(I) et S,,(R) sont assimilés a I et R. .
w:RE =R sipeRl et S=(s)= "I1(s)]1 alors u(p)(s) = (¢ (s)) ainsi u(¢) = ¢ .
u est application identité de R!, donc elle est surjective .

e Sin>1.Soit A€ S,(R)\{al,,a € R} et f la fonction , de S, (I) vers S, (R),constante égale & A.
Supposons qu’il existe ¢ € R vérifiant u(p) = f , alors pour = € I, u(yp) (z1,) = p(x)I, = A, ce qui
est absurde , u n’est pas surjective.

Ainsi, u est surjective si et seulement si n = 1.

10 > f est polynomiale , soit P € R[X] tel que f () = P(x) pour tout x € I.
Soit S € 8,(1), s1,...,8, € I et Q € O,(R) tels que S = 'Q Diag ((si)lgign) Q . On a alors

a(f)(8) = ' Diag ((f(5:))1cicn)
= 0 Diag ((P(51)1<i0) ©

= P ( Q) Diag ((&')19‘9) Q)
= P(S)

Réciproquement, supposons qu'’il existe P € R[X] tel que : VS € S,,(),u(f)(S) = P(S). En particulier , pour tout
x €I, u(f)(zl,) = P(xl,) = P(z)l,. D’apres la question 8 on a u(f) (zI,) = f(z)I,. Ce qui donne pour tout
xz €I, f(z) = P(x). Ainsi, f est polynomiale et la réciproque est vraie.

11 > Soit S € S, (I), s1,...,8n, € I et Q € O,(R) tels que S = *Q Diag ((Si)1<i<n) Q.

— Convergence simple :

On suppose que @y v @ sur I done Vo € I, ¢p(x) . - ().
—+o0

e Ona
u(pr)(S) =Q tDiag((gok (Si))1gign)9 =Q'DQ

La suite (Dy)ren converge vers la matrice D = Diag((¢ (s:));<;<,,) » €t I'application M tQ M Q est
linéaire en dimension finie donc elle est continue .
Ainsi, u(pg)(S) i —4>_ u(p)(S) et u(pr) v u(yp) sur S, (I).
— 100
e Tr est continue, elle est linéaire en dimension finie , done Tr (u(vx)) (S) —  Tr(u(y)) (S) , par suite

k—+o00
v(pg) ALY v(p) sur S, (I).

— Convergence uniforme .
Toute les normes de M,,(R) sont équivalentes , on choisit la norme euclidienne ||.||2 donnée par

|A]l2 = /Tr(A tA) , A € M, (R). Remarquons que ||!Q A Q|2 = ||4]2 .



e Ona

lu() () — ul()(S)1B = IDiag ((prs0) — $lsDcicn) IP = - lon(si) = (o)

Donc [Ju(ex)(S) — u(@)(S)l2 < vnllek — ¢lloo.r s avee ||.]lco.s est la norme de la convergence uniforme
sur I,ceci est valable pour tout S dans S, (I) par suite

lu(er) = w(@)lloo,s.(y = sup_[lu(er)(S) —u(@)(S)ll2 < Vnller — ¢lloc,s
SeS, (1)

Si (¢k)ken converge uniformément vers ¢ sur I, alors ||pr — ¢lleo,r  — 0 par suite
—+o0

k

lu(pr) — w(@)loo,s. () — 0,

k—4oc0

ainsi (u(pk))ken converge uniformément vers u(p) sur S, (I).
e La trace d’'une matrice est égale a la somme de ses valeurs propres , donc

n

S (pnlse) — o(s)

=1

[v(pr)(S) — v(p)(5)] = < nfler = @lloo.s

et

sup [v(¢r)(S) — v(@)(9)] < nllor = @lloo,s
SeS, (1)

ainsi (v(pr))ken converge uniformément vers v(yp) sur Sy, (1).

Norme et convexité

12 > Soit S € S,(R). D’aprés le théoreme spectral, R™ admet une base orthonormée (Vi,...,V,,) formée de

vecteurs propres de S. Notons A; la valeur propre associée a V.

Soit X € R™, il s’écrit X = > x;V;. On a alors

i=1

SX = ixiAiVi ot LXSX = zn: izixm "ViV;

i=1 i=1 j=1

1,...,Vy) est orthonormée dans onc (V;, Vi), = Vi =0, ,ainsi = ;s et
Vi V, h ce d R™ d Vi, Vilr tVVJ i j tXSX A f

i=1

min (Sp(95)) fo < 'XSX < max (Sp(S)) fo

i1 i=1
Comme ‘XX =z% + -+ 22, on a donc
min (Sp(S)) ‘XX < 'XSX < max(Sp(S)) ‘XX
Si X € Y alors XX = 1.0n en déduit
VX € %, min(Sp(S)) < 'XSX < max(Sp(S))
Puisque 'V;SV; = \; pour tout i € [1,n] alors Sp(S) C { tXSX ; X € ¥} et min(Sp(S)) (resp max(Sp(S))) est

atteint, donc

min (Sp(S)) =min { *XSX ; X € ¥} et max(Sp(S)) =max{ ‘XSX ; X € &}



13 >
— Soit 5,5 € S,(I) et t €0,1]. Pour X € X ,o0na

EX(1-H)S+tS)X =(1-t)'XSX +t'XS'X
Comme t > 0 et 1 —¢ > 0, la question précédente donne
(1 — ) min(Sp(S)) + tmin(Sp(S")) < ‘X ((1 —)S +t5)X < (1 — t) max(Sp(S)) + t max(Sp(S"))

Donc (1 —¢) min(Sp(S)) + ¢t min(Sp(S”))
de méme on a max (Sp((1 — ¢)S + t5"))

min { 'X((1 —1)S +t5)X ; X € ¥} = min (Sp((1 —¢)S +5")),

<
< (1 —t)max(Sp(S)) + tmax(Sp(S’)) , par suite

Sp((1 —t)S +tS") C [(1 — ) min(Sp(S)) + t min(Sp(S’)), (1 — t) max(Sp(S)) + t max(Sp(S"))] (%)

Les spectres S, S’ sont dans I qui est convexe, donc I'intervalle ci-dessus est inclus dans I , ainsi
Sp(1—6)S+tS)C I et (1—1t)S+tS €S,(I).
On a montré que V5,5 € S,(I)¥t € [0,1] , (1 —t)S +tS" € §,(I) donc S,(I) est une partie convexe de
Sn(R) .

— Soit M € S§,(R) , p(M) = max{|A| ; A € Sp(M)} (appelé rayon spectral) .

e Soit S € S,(R) et @ €R, Sp(aS) = {ar; A € Sp(S)}, Sp(S) est fini, donc p(AS) = |A|p(S).
o Soit S € S, (R) telle que p(S) = 0, alors Sp(S) = {0}, comme S est diagonalisable, alors S = 0,,.

e Soit 5,5 € S,(R) .
La relation (*) de la question 12 pour t = %, donne

Sp(S + S’) € [min(Sp(S)) + min(Sp(S”)), max(Sp(S)) + max(Sp(S’))]

de plus
—p(5) < min(Sp(S)) < max(Sp(5)) < p(5) ,

donc Sp(S +5") C [—p(S) — p(S"), p(S) + p(S")], ce qui donne p(S + ") < p(S) + p(5’).
Ainsi, p est une norme sur S, (R) .

Continuité des fonctions de matrices symétriques

14 > Soit S € S, (R), le polyndome caractéristique xs , de S, est de degré n , donc x est définie de S,,(R) vers

R,[X] .
n—1 )
Posons xs(X) = X"+ > a;(S)X" . Les application a; : S +— a;(S) sont des fonctions polynomiales des coefficients
=0

7

de S, donc elles sont continues . Considérons l'application ® : R, [X] — R™ qui a un polynéme P = i a; X*
associe le n + 1- uplet (ay, ..., @, ) , ® est un isomorphisme de R,,[X] vers R™, elle est donc continue . o
Comme x = ®~! o (ag,...,a,_1,1) alors x est continue.

15 > Soit M € S,,(R) et une suite (My), o de S, (R) qui converge vers M. Ce qui se traduit par p(My,—M) el 0,
on a |p(My) — p(M)| < p(My, — M) (inégalité triangulaire) donc p(My) k—>_-|>-<x> p(M) .
Ainsi (p(My))ken est une suite bornée. Comme ||Ag|| < p(My) pour tout € N alors (Ag)re n bornée dans R™, elle
admet donc une valeur d’adhérence .

Posons Ay, = (A1 g, .-+, An,k) €t @ strictement croissante de N vers N, telle que A ) A — Aavec A = (A1,..., ).
—+0o0o

Du fait que A\ < -+ < A\, et par passage a la limiteona A; < --- < A, et A est une valeur d’adhérence croissante.



pey converge. Or My — M, donc My, —> M. On sait que x est continue et
€N k— o0

donc x(My) v X (M), par suite x(Mq(r)) v X(M). Posons Ay, = (>\1,m~-~ Ank) et Agry v — (4q,...,¢,) une

16 > Supposons que (Aa(k))

suite croissante, donc
n

Xatay = [ [(X = Niaw)

=1

a(k) k— H

et

Par unicité de la limite, on a
xu =[x =)
i=1

Ainsi (€1, ...,£,) est la suite croissante des valeurs propres de M et A, k:)w Spy(M) .

17 > La suite (Ag)ren bornée dans R et admet une unique valeur d’adhérence A = Sp,(M).

Si on suppose que (Ag)gen ne converge pas vers A,donc
Je>0,VmeN, (Fk>met |Ar — Al >¢)

Pour m = 0 il existe un entier noté ¢(0) > 0 tel que HASD(O) - AH > ¢ et pour m = ¢(0) il existe un entier
©(1) > ¢(0) tel que ||Ayay — Al >« ...

Ainsi, par récurrence, on construit une suite d’entiers (¢(m))men strictement croissante telle que ||A¥,(m) — A|| > €.
(Aw(m))m cn est bornée donc admet une valeur d’adhérence A’ différente de A , elle est aussi valeur d’adhérence de
(Ak)ken , ce qui absurde . Donc (Ag)gen converge vers A .

On a donc pour tout M € S,(R) et toute suite (My), tendant vers M, (Spy (Mk))k converge vers Sp(M) dans
R™. Donc Sp; est continue sur S, (R) .

18 > Comme M, (R) est de dimension finie, Il suffit de montrer que O, (R) est une partie fermée et bornée de
M, (R).
— Ona O,(R)={M € M,(R), M *M = I,} . Les applications suivantes

01 : Mu(R) — (Mp(R)?  @2: (Mp(R)?> — Myu(R)
A (4, tA) (A,B) —~  AB

sont continues , (1 est linéaire en dimension finie et o est bilinéaire en dimension finie . Ainsi I'application

1) = g 0 1 est continue et (M) = M M.
Ainsi O,,(R) est 'image réciproque par ¢ du fermé {I,,}, donc O, (R) est un fermé .

— On a pour toute matrice M € O, (R), |M||2 = Tr(M *M) = n , donc O, (R) est une partie bornée de M,, (R).

19 > Soit ¢ € C°(I,R), montrons u(y) est continue par la caractérisation séquentielle de la continuité .
Soit (My)ken une suite de S, (I) qui converge vers une matrice M. On note, pour k € N, Ay = (A1 k,..., A\n k) le
spectre ordonné de Mj. Pour tout k, il existe Qi € O, (R) telle que

My, = 'Qy Diag((Mik)1<i<n)) Ok

On a alors
u(p) (My) = Q. Diag((¢(Nik)1<i<n))

Soit L une valeur d’adhérence de la suite (u (@) (M))ey » et (v () (Myu)))
L.

e ne sous suite qui converge vers



On sait que la suite (Ay),y converge vers le spectre croissant A = (Ay,...,\,) de M.
Comme O,,(R) est un compact, il existe une suite extraite (Qy((x)))ren de (Qo(k))ren qui converge vers Q2 € O, (R).

On a A; o(r(k)) k_>—_>koo A; pour tout ¢ € [1,n] donc

My (r(k)) e 'Q Diag((Mi)1<i<n)) et u () (Mg (r(iy)) bt *Q Diag((p(Mi))1<icn)
(M (- (k) )ken est une sous suite convergente de (M )ren donc elle converge vers M, par unicité de la limite, on a
M = 'Q Diag((A\i)1<i<n)Q

par suite
K9 Diag((@()\i))gign)g = U(‘P)(M)

On a donc u (¢) (Mg (- (k) kﬁ—jroo u(p)(M).

Puisque (u (¢) (Mg(k)))keN converge vers L alors (u () (My(rx)))) converge vers L, d’ou L = u(p)(M).

keN
La suite (u () (Mg)),cn admet donc une valeur d’adhérence unique L = u(p)(M).

De plus toutes les suites (p(A; x))ken sont bornées , pour tout ¢ € [1,n] , donc la suite (p(u(e)(My)))ken est bornée
et (u(p)(Mpg))ren est bornée . D’aprés question 17 on a (u(p)(My))ken converge vers u(@)(M). Ce qui prouve u(p)
est continue.

Comme 'application Tr est continue alors v(p) est aussi continues.

Convexité des fonctions de matrices symétriques

20 >

— Soit U € Us. 11 existe alors Q € O, (R) tel que U = *QSO. Posons (g;)1<i<n la base canonique de M, 1(R).
Remarquons que pour tout k € [1,n], [Ulgr = 'ex U ek , donc [Ulgr = ‘X S X avec X = Q ¢
Comme Q2 € O, (R) et ‘ey, &, = 1 alors X € X .
D’apres la question 12, on a ‘X SX € [min(Sp(S)), max(Sp(S))] € I , donc [Ulxx €I .

— Soit f convexe sur I et S € S,(I). Notons Spy(S) = (A1,...,An) on a

o(£)S) =D F (M) -
=1

Considérons la matrice = (w;;) € O,(R) et U = QDO avec D = Diag (A1,...,\n).

On a D et U sont dans Usg et

1<i,5<n

n

D F(Dlek) =D f (N) = o()(S)

k=1 i=1

D’autre part, pour tout ,j € [1,n], w;; = ‘e;,Q; , posons X; = Q £, la j—éme colonne de Q. Alors :

[U}jj = thDiag ()\1,...,)\n) Xj = waj )\z
i=1

n
On sait que les colonnes d’une matrice orthogonale sont unitaires donc ) w?; = 1, ce qui donne
i=1

f (Z%‘Qj Ai) < (Zw?j f(>\z)>
i=1 i=1

ainsi
n

DrUl) =1 (waﬂ) <

j i=1

n
j=1 j=1 j=

(Z W?j f (&))

J i=1



par interversion des Y dans la derniére somme on obtient Z f([Ul35) <vo(f)(S) .
‘7_

Comme Z F([D]kx) = v(f)(S) alors

k=1

max{Zf([Uk,kD;U € US} =v(f)(95)

k=1
21 > Soit f est convexe sur I et (A, B) € S,,(1)?, pour t € [0,1], (1 —¢t) A+t B € S,(I) .
Soit U = (A1, ..., \n) et © € O, (R) telles que U= 'Q ((1—-t)A+tB)Q.Ona:
WA= DA+1B) = 3100 = 3 KU
i=1 k=1

Or, [Ulkr = (1 = )["QAQ k1 + t['UBQ]) 1 et par convexité de f on a

o)1 - DA+ 1B) < (113 FA) + 13 FIQBY L)
k=1 k=1

De la question précédente on a zn: F(['AQk k) < v(f)(A) et zn: F(['2BQ)k k) < v(f)(B).
k=1 k=1
Ainsi

o)L =8)A+tB) < (1 —t)o(f)(A) + to(f)(B)

22 > Si f est convexe alors v(f) lest aussi d’apres la question 21.

Réciproquement, supposons que v(f) est convexe sur S, (I). Soit z,y € I et t € [0,1] , on a

o()((1 =)l +tyly) < (1 =t)v(f)(zln) + to(f)(yln)

les matrices qu’on a sont diagonales , ce qui donne
nf((1 =tz +ty) <n((1—1)f(z)+ty)

par suite f est convexe .



