CORRIGE CENTRALE PC 2003 Maths 1

Préliminaires

Dans les deux questions préliminaires, nous démontrerons des résultats plus générauxr que ceur énoncés, en
supposant g d valeurs strictement positives mais pas forcément f .

1) a) Puisque f = 0(g) (c’est-a-dire aussi |f| = 0(g)) , I'intégrabilité de f sur [a;b[ résulte de celle de g (et des
, 08 , 08 g

théorémes de comparaison du cours pour les fonctions positives).

Soit &€ > 0. Comme f = 0(g), et que g est positive, il existe xq € [4;b][ tel que :

Vielxo;bl If (D <eglt).

L’inégalité triangulaire et la croissance des intégrales donne alors :

ﬁ%mm<LWMMKgﬁﬂwt

b b
ce qui signifie que j f(t)dt = O(J g(t)dt).
X X

x—b~

Vx€[xg;b],

La encore, puisque f > g, lintégrabilité de f résulte de celle de g.

b

b
f > 8 s’écrit aussi : f—g = 0(g). Donc d’apres la question précédente : J (f —g)(t)dt = O(J g(t)dt)
X X

et puisque, par linéarité de I'intégrale :

b b b
Vxela;b], f f(t)dt:f g(t)dt+f (f —g)(t)dt.

J;bf(t)dt o~ J;bg(t)dt.

Soit € > 0. Comme f = 0(g), et que g est positive il existe xg € [a;b[ tel que :

on en déduit :

Vielxo;bl, If (D <eglt).

A Daide de la relation de Chasles et de l'inégalité triangulaire on en déduit, pour tout x € [xq;b[ :

fo(t)dt‘ngof(t)dt J;:f(t)dt J;XOf(t)dt onf(t)dtﬂfng(f)dt'

X
et puisque f g(t)dt >0 (car g ne prend que des valeurs strictement positives par hypothése), on a :
a

J;xf(t)dt‘ ) Lof(t)dt ) VLOg(t)dtg L"f(t)dt

[Tswar [ ewa ﬁﬁlmw [ swar

X
Or g est strictement positive, donc la fonction x — j g(t)dt est croissante; par le théoreme de la limite

+ <

+J. [f (1) dt <

0<

+E£.

a
monotone, soit elle admet une limite finie en b, soit elle tend vers +oo. Ici, puisque g n’est pas intégrable
X0

. [ rmar

g(t)dt = +oo puis hr? =4 -0
X—b~

Lxg(t)dt

sur [a;b[, c’est la 2éme éventualité qui se produit, donc lilil
X—b~ a

(car xg est fixé).



‘onf(t)dt

= < & pour tout x € [x7;b[. En posant x, = max(xgp,x1) on a :

g(t)dt
J.X )dt

(¢

Vxe[xy;b], 0< 55— <2,

[ et
a

X X
ce qui acheve de prouver que j f()dt = O(J g(t)dt).
a x a

—b~

11 existe alors x; € [a;b[ tel que

a

On notera l'analogie entre la démonstration précédente et celle du théoréme de Cesdro...

EXEMPLES : FONCTIONS DE RIEMANN. — On considére [a;b[ = [1;+o0[, et les fonctions g, fi et f,
définies par :
izl g=— . A=7 . A=
= 1, g - \/E ’ 1 - t ’ 2 - tz

La fonction g n’est pas intégrable sur [1;+oco[. Les fonctions f; et f, sont toutes deux négligeables devant
g en +oo, avec f; non intégrable et f, intégrable.

On ne peut donc rien dire en général de 'intégrabilité de f.

b) Par définition, f >8 signifie f —8= 0(g).

X P
On déduit alors du résultat précédent : J (f —g)(t)dt = o(j g(t)dt), ce qui montre que
a Sl a

J:f(t)dt o~ Lxg(t)dt.

Par ailleurs, le théoréme de comparaison du cours relatif aux intégrales des fonctions équivalentes montre
que f n’est pas intégrable sur [a;b[, ce que ’équivalent qui vient d’étre établi démontre aussi.

Partie 1

Dans cette partie, on appliquera les résultats des préliminaires aux intervalles de la forme ]a;b], avec des
fonctions équivalents ou négligeables au voisinage de a (la généralisation est évidemment valable).

Par ailleurs, toutes les fonctions utilisées ci-apres sont continues, donc continues par morceaux : cela ne sera
pas toujours rappelé.

LA.

I.A.1) Pour tout t €]0;1], on pose :
el 1

" Arcsint

f(#)

Alors f et g sont deux fonctions continues a valeurs strictement positives, et équivalentes au voisinage
de zéro. Comme g n’est pas intégrable sur ]0;1], les résultats des préliminaires 2)b) s’appliquent :

1 t 1
e dt
[ i, [ o
 Arcsint x>0t ), ¢
2

X t 1 t 1 t
e e e
[ asmt= [ [
3 Arcsint 3 Arcsint 2 Arcsint

et d’apres la question précédente :

I.A.2) Pour x>0 :

3 Arcsint  x—0+ > Arcsint x—0+

1 et 1 et
J.—dt ~ —In(x*)=-3lnx et J.—dt ~ —In(x*)=-2Inx.
X X

L’addition des équivalents est ici licite (=3 +2 = 0!) donc on peut conclure :

2

X et
j —F—dt ~ -Inx.
3 Arcsint  x—0*




LB.
1.B.1)

1.B.2)

1
Les fonctions t > — et t >t sont de classe C! sur [2;+oo[ donc on peut intégrer par parties :

In

dt—[i:lx_;’_ xi—i_i_’_ xi
lnt lnt “lintly J, 12+ Inx In2  J, 1n2¢

1 1 1
La fonction t +— 7 n’est pas intégrable au voisinage de +oco, puisque pour t > 1, 7 > n >0, et
n n
1
t n est une fonction de Riemann non intégrable en +oo.
1 1
Puisque n e = (1 t) en +oo, la question 2)a) des préliminaires montre alors que
n-t

([
21n2t+_°0 zlnt

Enfin, puisque lim — =
x—+oo INn X

2 x * dt x
—— est négligeable devant — et finalement, — o~ —
In2 Inx 5 Int x—+c Inx

+00,

Etablissons par récurrence sur n la formule plus précise suivante :

X
*odt = kit *dt
P — = +(n+l) | ——
7w [Z’lnk” R Rt
La propriété (Py) a été démontrée a la question précédente. Supposons que (P,) soit vraie. Une

—(n+2
intégration par parties (effectuée en dérivant t — (lnt) (2 et en intégrant la constante 1) donne :

o dt tr o dt
) ln"+2t [lnn+2 ]2+(n+2) 2 1nn+3 (*)

ce qui permet d’obtenir P, 1, et acheve la récurrence.

On applique alors a la relation (+) le résultat de la question préliminaire 2)a) pour f et g respective-

ment définies par t — P et t NP : f est bien négligeable devant g en +oo, et tg(t) tend

1
vers +oo quand t tend vers +co, donc g est prépondérante sur t n en +oo et par suite n’est pas

s *odt *odt
intégrable sur [2;+o0[. On conclut que — = 0 ) donc
2 In

2 1nn+3t X—+00 n+2

*oodt X X
n+2 n+2 = 0 n+l )
2 In ln x Xt In""" x

n n

Or la constante Zm est négligeable devant Z
k=0 k=0

somme tendent vers +oo) donc on déduit de la propriété (P,) que :

* dt = klx X
lnt X400 Zo,lnkH x + 0(1nn+1 x).

2k! k'x

k+1

——— (puisque tous les termes de cette
In""" x

I.C. Une double intégration par parties (en intégrant & chaque fois 'exponentielle) conduit & :

x t [ t x X t
t
f = _dt =] +2J i
1 t2+1 [t2+1 ] s (t2+1)
[ t 2tt x X 2
S P —ZJ e ! o dt
[2+1 (12+1)2], 1 [(#2+1)2 0 (1241)3

[ et 2tet " o321
=|—4+——| +2 e dt
[2+1 (12+1)2 ], J.l € (t2+1)3 ()




On commence par un développement asymptotique en +co du crochet, la valeur en 1 étant négligeable
X

e .
devant — pour tout entier n :
X

ef . 2tef T* e~ . 2e* \ st
= cste
2 2 2
t2+1 (t2+1)7 ) x2(1+x1—2) x3(1+x%+x1—4)
_ef 1 1 2e* 2
el 2l
_e"+2e"+0 e*
T x2 0 i3 X
er t3t2—1

On prouve ensuite que I'intégrale dans (++) est négligeable devant —. Pour cela, on pose f(t) =e W
X +
t

e
et g(t) = —, ce qui définit deux fonctions continues et positives sur [1;+oo[ et équivalentes en +co. On a
4

. , , 1 . L
thm tg(t) = +co donc g est prépondérante sur f n en +oo et par suite n’est pas intégrable sur [1;+oo[ ;
—+00
3

X X t
e
la question 2)b) des préliminaires prouve alors que J. f(t)dt ~ J. oy dt.
1 1

Or une nouvelle intégration par parties, et la méme démonstration qu’aux questions I.B.1 et I.B.2 donnent :

X t t1x X Lt x X
3e 3e e e e
—dt=|— +12j —dt=3—=+0l—],
t4 [ t4 ]1 N x4 x4
eX
et cette derniére quantité est négligeable devant —5 en +oo. Ceci achéve de prouver que :
X

T dt—ex+2ex+0 e
L2+l K2 K3 x3

Partie 11

1

IL.A. Quitte & remplacer a par, par exemple, a’ = max(a, 1), on peut supposer a > 0. On distingue deux cas.
— a=0.

! 1 1
Alors J; ((x) est négligeable devant — en +oo. Comme x — — n’est pas intégrable sur [a;+oo[, la
x X X

question 2)a) des préliminaires montre que :

Xm _ B _ ( xﬂ)z B )
Lf(f) dt =In f(x)—1Inf(a) OJ; p o(Inx —1Ina) = o(Inx).

1
La constante In(f(a)) étant négligeable devant Inx, on en déduit que lim nlr]: gcx) =0
X—>+00

— a=0.

"(x a a
Alors J; ( )) est équivalent & — en +oo. Comme x — — n’est pas intégrable sur [a;+oo[, la question
X X X

2.b) des préliminaires montre que :

G . A
[ L dtr=tnf-tnfiar~ |5~ ans-ing)~alnx.

1
La constante In(f(a)) étant négligeable devant Inx, on en déduit que lim nlr]: gcx) =a
X—>+00

Dans les deux cas, on a montré que :

II.B. On suppose dans cette question a < —1.

In f(x)

nx <P
nx

pour x assez grand. Comme Inx > 0 pour x > 1, on en déduit que In f(x) < In xP, donc que 0< f(x) < xP
pour x assez grand. Par comparaison a une fonction de Riemann intégrable au voisinage de +oo, et
puisque f est continue sur [a;+oo[, on en déduit que ‘ f est intégrable sur [a;+oo]. ‘

II.B.1) Soit B un réel tel que a < B <—1. La limite établie & la question précédente montre que

=~



I1.B.2)

t)+tf(t
soit une primitive : on pose donc g(t) = M

Il s’agit de trouver une fonction dont f 1
a

Alors & - (1+ tf,(t))

ity a+1\" 7 f(p)

a valeurs > 0, et la question 1)b) des préliminaires montrent, d’une part, l'intégrabilité de g, et d’autre

part que, en +oo : +
J. f(t)dt +:°,[ g(t)dt = [M] __xf(x)

a+1x a+1

HH)
+

— 1 c’est-a-dire g ~ f en +oo. L’intégrabilité de f, qui est continue

t—+oco

Le calcul ci-dessus est justifié par la question précédente, ou I'on a montré que f(t) < tP pour t assez
grand, avec f < —1, ce qui entraine que tlim (tf (1)) = 0.
—+00

II.C. On suppose dans cette question a > —1.

I1.C.1)

11.C.2)

I1.C.3)

Inf(x)

Soit B un réel tel que —1 < B < a. La limite établie a la question II.A montre que

B pour x assez grand. Comme Inx > 0 pour x > 1, on en déduit que Inf(x) > Inx?, donc que
f(x) > xP pour x assez grand. Par comparaison a une fonction de Riemann, on en déduit que

f n’est pas intégrable sur [a;+ool. ‘

On applique cette fois la question 2)b) des préliminaires, avec la méme fonction g qu’a la question
I1.B.2).

Tout comme dans cette question, on a g ~ f en +oo, avec ici f non intégrable, donc :

a+1 B a+l a+1

Or on a vu que xf(x) > xP*! pour x assez grand, avec > -1, donc lim xf(x) = +co et la constante
X—+00

obtenue dans le calcul ci-dessus est négligeable devant xf(x), de sorte que :

[ - 28

x—+o00 a+1

Prenons f: t + 2+sint. f est bien continue et a valeurs strictement positives. Comme elle est bornée,

M tend vers ¢ = 0> —1.
Inx

X
Cependant, J. f(t)dt =2x—cosx+ 1 n’est pas équivalent a xf(x) = x(2 +sinx) ; en effet, le quotient
0

2 +sinx

vaut, si x # 0, Tocosx’
X

qui n’a pas de limite en +co.

II.D. I s’agit dans cette question d’étudier les intégrales de Bertrand.

ILD.1)

I1.D.2)

Dans le quotient on reconnait la forme u’(x)[u(x)]?, ot u est le logarithme. Par conséquent

x(Inx)p’
(c et ¢’ représentent des constantes dont la valeur exacte importe peu) :

-p+1
yodx 7(lny) +c sip=l,
J\ —1 3 = —ﬁ+1
2 x(Inx) In(Iny)+c¢” sip=1.

y

On en déduit que lim
y—+oo J, x(Inx)P

sur [2;+oo[, si et seulement si §> 1.

existe, c’est-a-dire (fonction positive) x > est intégrable

x(Inx)P

La fonction f définie par f(x) = est de classe C! sur [2;+o0[ et est & valeurs strictement

x? (Inx)P
positives. De plus,

xf'(x)
flx)

Les questions I1.B.1) et I1.B.2) montrent que :

=xlin(f @ =x[-L- Loy L oy

Inx x—+

. si y>1, alors f est intégrable sur [2;+o0] ;

. si ¥y <1, alors f n’est pas intégrable sur [2;+o0].



(Le cas ¥y =1 a été traité a la question précédente).

vérifient toutes la condition

II.LE. On ne peut rien conclure dans le cas général : les fonctions f: x
x(Inx)P

K P

f(x) B Inx x—+eo

et parmi elles, certaines sont intégrables (si > 1), les autres ne le sont pas.

Partie II1.

ITL.A. K est de classe C! sur R, et :

’ QX —ax £/ ’
eso MW _c0e @t f
h(x) e f(x) fx) xoteo
. P : W (u) .
Le nombre ¢ > 0 étant donné, il existe xy > 0 tel que, pour tout u > xg, on ait 0 < () < €. La croissance
u

de lintégrale montre alors que, pour tout entier n > x5+ 1 et tout t € [n—1;n] :

h(t)j j” K (u) j” K (u)
In —=|=Inh(n)-Inh(t)| = du| < ——|du<e(n-t)<e.
I g =t -tmon= | [ e < [ an <=
L. h(t) ) ) ) _. _ h(t) ,
On en déduit 'encadrement —e < In —— < &, puis, comme ’exponentielle est croissante, e < — < e®.

=

h(n)

En soustrayant 1 et en multipliant par le nombre positif h(n) on obtient :

(n)

(e7¢ = 1) h(n) < h(t) —h(n) < (e = 1)h(n).
Or0ze®-1=e%(1-e)>1-e° donc finalement :
VYuzny, VYte[n-1;n], [h(t)-h(n) < (e —-1)h(n),
ol 'on a posé nyg =2+ [xq].

IT1.B. On remarque :

et _ ot

h(n)jn1 e dt = h(n) = f(n)

Soit € >0, et ¢’ tel que 0 < ef —1 < ¢. En utilisant la question précédente (avec ¢’ a la place de ¢), on a
lexistence d’une entier ng tel que, pour tout n > ny :

" 1-e@
:J;_le "h(t)dt - " f(n)

[ rmar-1=rm
: -

= fn eat[h(t)—h(n)]dt+h(n)f e dt - f(n)
n-1

n—1

- Lnle‘”[h(t)—h(n)]dt‘

<(ef - 1)h(n)jn1 et dt = (et —1)f(n) ! —ae_"‘
<ef ()

On a ainsi obtenu :

Ve>0, Ing €N tel que Y >ng, [ — —1|<e,

f

[ siar
n—1 — -1
(n)l —-e

a

" 1-e@
c’est-a-dire f f(t)ydt ~ f(n).
n-1

n—+oo o




III.C.

ITI.C.1) Les fonctions u et v sont constantes sur chaque intervalle [k —1;k[, donc

k k k
f v(tydt=v(k)= | f(dt et f u(t)dt = u(k) = f(k).
k k

-1 k-1 -1

IT1.C.2) Remarque : il ne s’agit pas dans cette question du théoréme de comparaison série—intégrale, qui

nécessite l’hypothése de décroissance de f (ce n'est pas le cas ici).

La question précédente montre I’équivalent suivant, entre suites a termes positifs :

fin) « jlfmdt.

n—+co ] —e 4

n

La série de terme général f(n) a donc méme nature que celle de terme général j f(t)dt, pour
n—1
n

n > 1. Or cette derniére est convergente, puisque sa somme partielle de rang n est f(t)dt, et que
0

f est intégrable sur IR,. Donc : ‘ la série de terme général f(n) converge. ‘

On note ensuite que la fonction v est intégrable sur IR, car elle est continue par morceaux et positive
et que ses intégrales partielles sont majorées : en effet pour x > 0, en posant n =|x]|+ 1, la question
II1.C.1 et la relation de Chasles permettent d’écrire que :

J;xv(t)dt < J;n v(t)dt = J;nf(t)dt < J;Jroof(t)dt‘

+00 +o00
Une fois l'intégrabilité de v acquise, la question III.C.1 prouve aussi que f v(t)dt = J. f(t)dt.
n 1

1
On peut exprimer R,, sous forme intégrale : d’apres la question III.C.1,

R, = io flk) = io Lklu(t)dt=j+mu(t)dt.

k=n+1 k=n+1
24

Or d’apres la question IIL.B (et toujours III.C.1) on a u(t) ~ v(t) donc en appliquant la

t—>+00 ] —e @

question 1)b) des préliminaires au couple de fonctions (u, %v), on obtient

+00 a +00 a +00

ce qui est le résultat demandé.

IT1.C.3) Le principe étant ici le méme que dans la la question précédente, nous ne détaillerons pas les calculs.

IT1.D.

On prouve comme ci-dessus que la série de terme général f(n) diverge, et que v n’est pas intégrable
sur R,. L’équivalent demandé peut s’écrire :

n a n
J. u(t)dt  ~ _ J. (t)dt.
0 n—+oco 1 —e @ 0

Cela est vrai, grace a I'équivalent u ~ ;=5=v établi a la question précédente, et en appliquant la

question 2)b) des préliminaires au couple de fonctions (u, %v)
Dans cette question, @ = 0. Le résultat de la question III.A s’écrit :

Ve>0, dngeN tel que Ynzng, Yie[n—1;n], |[f(t)- f(n)|<(ef=1)f(n).

1 par 1), on obtient :

et en procédant comme dans ITLB (il suffit de remplacer =%

n—+oo

f_lf(wdt < f),

c’est-a-dire u ~ v.
+00
1-e¢
o

On peut reprendre alors le travail fait aux questions III.C.2) et II1.C.3), en remplacant par 1, et on

obtient :

La série de terme général f(n) est convergente si et seulement si f est intégrable sur R, , et 'on

+00 n
aR, ~ J. f(t)dt en cas de convergence et S, ~ J. f(t)dt en cas de divergence.
n n—-+oo 0

n—+oco




Partie IV.

IV.A. La partie III suppose la fonction f définie sur R. Cela n’est pas nécessaire : on peut remplacer les intégrales
et sommes partielles commencant a zéro par des intégrales et sommes partielles commencant a 1 ou 2.

IV.A.1)

IV.A.2)

IV.A.3)

f'(x)
flx)

question IIL.D, avec ici f non intégrable. On obtient directement :

1 1
La fonction f: x > — vérifie = ——, donc «a existe et vaut zéro. On applique les résultats de la
X X

1 =1 "
la série harmonique E T diverge et S, = > T o J. f(t)dt =1nn.
n—+oo
k=1 1

k>1
: o f(X) 1 . . . .
La fonction f: x + Inx vérifie ) = nx’ donc a existe et vaut zéro. On applique les résultats de
x) xlnx

la question IILD, avec ici f non intégrable. On obtient alors (on rappelle qu’une primitive de ¢ — Int
est t>tlnt—t...):

n n
la série de terme général Ink diverge et S, = Y Ink ~ j Intdt ~ nlnn.
k=1 1 1

n—+o0 —+00

fx) =In2+-—}

) Ty donc a existe et vaut In 2. f n’étant pas intégrable

La fonction f: x > 2*Inx vérifie

au voisinage de +oo, les résultats de la question ITI.C.3) s’appliquent. On calcule I'intégrale de f par

parties :
x 20t Y ¥ 2! 2%] X ot
j 2Intdt = |t —j dt = nx—j dt.
1 In2 |, J; tIn2 In2 1 tln2
t

Comme - est négligeable devant 2'Int au voisinage de l'infini, et comme t — 2'Int n’est pas

X 2t X
intégrable sur [1;+o0[, la question 2)b) des préliminaires donne j T2 dt = O(J 2tlntdt) d’ou
1 Hin 1

x 2*1
I'on déduit que j 2'Intdt  ~ nx
1 x—+c0  In2

o
l1—-e¢

Ici =2In2, donc on obtient :

n n
la série ZZk Ink diverge et S,, = Z2klnk ~ j f(e)dt ~ 2" np.
n n—+00
k=1 1

—+00
k>1

Remarque : les trois exemples ci-dessus pouvaient étre étudiés directement par les techniques habituelles
de comparaison série-intégrale, puisque les trois fonctions en jeu sont monotones. Cependant, comme cela
est écrit dans le rapport de ’épreuve, cette solution plus simple n’était pas acceptée...

IV.B. Cette question repose sur l'idée suivante, introduite par I’énoncé a la question IIL.C : la somme partielle
de rang n de la série ) a, est l'intégrale partielle de la fonction en escalier f définie par f(t) = a, si
te[n;n+1[:

s@=Y = far.
a ;ak J;ftt

Alors f est intégrable sur R, si et seulement si la série de terme général a, converge et, dans ce cas, on a

Rifo = | it

IV.B.1) On applique les résultats de la question préliminaire 1)b) aux fonctions f et g en escalier définies sur

R, par f(t) =a, et g(t) =b, si t € [n;n+1[. Par hypothese, f ~ g au voisinage de l'infini et, comme

la série ) a, converge, il en est de méme de l'intégrale f, donc 'intégrale J g converge donc
nelN R, Ry
+00 +00
la série Y b, converge et j f ~ J g c’est-a-dire
nelN el n—+oo  J. .4

Rn(a) ~ Rn(b)-

n—+o0

IV.B.2) Reprendre les arguments ci-dessus en appliquant cette fois la question préliminaire 2)b).



IV.C.

IV.C.1) On pose a; = %— [Ink —In(k—1)] de sorte que S,,(a) =

n

—Inn. Un développement limité fournit :

] =

k=1

_1 1 .
s rin(i-g) 5 g

La convergence de la série ) b, montre celle de ) a. Sil'on note S la somme de cette derniére série,
la question IV.B.1) montre que
R,(a) =S8 —Su(a) ~ R, (b).

Or en utilisant IIL.D (ou par une simple comparaison série-intégrale), on a (je ne détaille pas les
hypothéses) :

1 & 1 1 [ dt 1
R,(b)=-= - ~ == - =
n(b) 2 Z k2 n—too 2L t2 2n
k=n+1

~  —, ce qui peut encore s’écrire :
n—+oco 2m1

n
1 1 1
;E+—oolnn+s+%+0(;)-

(Remarque : S =y est la constante d’Fuler.)

et la relation ci-dessus entraine alors que S, (a)— S

1 1
IV.C.2) On pose a, =1+ (n— E)ln(l - ;), de sorte que :

S, (a) :ln( ”!ef )

nn+7
(Remarque : si l'on ne connait pas la démonstration de la formule de Stirling, il n’est pas facile de
trowver cette bonne définition de a, !)
Un développement limité (omis) donne alors :
B 1
n n—+oo T 12p2
. . L 1
La méme technique que précédemment montre que S,(a) = S+ — + 0(—), avec S la somme de la
n
série )_a,. En prenant I’exponentielle on obtient :

1ot
e = eS xeﬁJro(%) = eS (] + L + 0(1))

1
n

71+7

Finalement, en posant & = e°, on aboutit bien & :

1 1
"Vé —n 71+% (1 - 0(_))
n e n + 1271+ "

IV.C.3) La formule de Stirling permet de dire que 6 = V2.

eeoe0e FINe oo




