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PR- DE M- 

OPTIONS M ET P' 
(Dur& de I'Cpreuve : 2 heures) 

Les candidats Sont prit% de mentionner de façon apparente sur la premitre page de la copie : 
E P R E W E  PRATIQUE D E  MATHkMATIQUES. 
L'honck de cette dpreuve, commune aux candidats des options M et P', comporte 4 pages. 

Soit f une fonction rCelle Cgale B la somme dune sCrie entibre de terme gCnCral 
(anx")ne N ; le rayon de convergence R est suppod strictement positif. Dans l'intervalle de 
convergence 1-R , R[, la valeur de f(x) est donnk par la relation : 

œ 

n=O 
Btant donnCs deux entiers naturels p et q, on dit que la fonction f admet une 

approximation de PadC d'ordre (p,q) si les deux conditions suivantes sont. satisfaites : 

(Cl) Il existe deux polynômes P et Q de de@ respectivement Cgal A p et A q tels que le 

polynôme Q prend la valeur 1 en O (Q(0) = 1) et tels que la fiaction rationnelle - est 

inCductible. 

P 
Q 

(C2) Il existe deux rkls a et M vdrifiant les inkgditCs: O < a S R et M > O tels que les trois 
fonctions f, P et Q aient la propriCtC : 

P(X) 
Q ( X )  

Pour tout x de l'intervalle ]-a, a[ , If(x) - -1 S M Ixlpt4+1 . 

Premiere partie 

10) IMmontrer que, pour que la fonction f admette une approximation de PadC d'ordre (p,q), 
il faut et il suffit que la condition (Cl) ci-dessus et la condition (C3) ci-aprih, soient 
satisfaites : 

(C3) Il existe deux dels a et M vkrifiant les inkgalites : O c a 5 R et M > O tels que les trois 
fonctions f, P et Q aient la propriCtC : 

Pour tout x de l'intervalle 3 4  , a[ , IQ(x) f(x) - P(x)l 5 M lxlp+9+1 . 

En duuire que, si la fonction f admet une approximation de PadC d'ordre (p,q), il existe 
une fonction g somme dune serie entikre telle que pour tout x appartenant A l'intervalle 
]-a , a[ , les fonctions f, P, Q et g vMient la relation : 

Q(x) f(x) - P(x) = xP+~+' g(x). 
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2") Demontrer que, si la fonction f admet une approximation de Pade d'ordre (p,q), les 

polynômes P et Q sont definis de manikre unique. La fraction rationnelle - sera design& 

par le symbole [p/q]f et sera appel& approximation de Pad6 d'ordre @,q) de f . 

P 
Q 

39 Demontrer que, pour tout entier naturel p, la fonction f admet une approximation de Padb 
d'ordre (p,O). Fr6ciser [p/Olf. 

4'7 Soient P et Q deux polynômes de de& respectivement Cgal h p et h q tels que Q(O)=l et 

tels que la fraction rationnelle - soit Wuctible ; demontrer que, pour que la fraction 

rationnelle - soit l'approximation de Pade d'ordre (p,q) de la fonction f, il faut et il suffit 

P 
Q 

P 
Q 

P 
Q 

que les valeurs prises par la fration rationnelle - et ses d6rivCes jusqu'h l'ordre p q  en O 

soient Cgales respectivement aux valeurs prises par la fonction f et ses derivees jusqu'h 
l'ordre p+q en O. 

59 Supposons que la fonction f soit definie par la relation : 

Existe-t-il une approximation de Padk d'ordre (1-1) de cette fonction f ? 
f(x) = 1 + x2. 

69 Supposons que la fonction f soit definie par la relation : - 
f(x)= - . d;++;x 

a. Wmontrer l'existence d'un developpement en s&ic entihe de la fonction f dans un 
voisinage de O ; dCterminer son rayon de convergence et ses trois premiers termes. 

b. Calculer les approximations de Padt? hi ,  h2 et h3 de la fonction f respectivement A 
l'ordre (2,0), (0,l) et (1,l). 

c. Verifier que ces fonctions sont definies et continues sur la demi-droite [O ,-[. 
Donner l'allure g6nCrale des graphes des fonctions f, hi, h2 et h3 lorsque la variable 
x varie sur cette demi-droite [O ,-[ ; placer les 6lCments communs pour x=O et les 
asymptotes lorsqu'elles existent. 

d. Dresser le tableau des valeurs prises par les fonctions h3 - f et hl - f h 10-6 prks 
lorsque la variable prend les valeurs suivantes : 0.1 ; 0.2 ; 0,s ; 1 et 10 . 
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Deuxieme partie 

PIDDroX imation de PadC d'ordre (~.1) de la fonction expo n e n w .  

10) Nterminer d'abord l'approximation de PadC d'ordre (1.1) de la fonction exponentielle 
xwex. 

20) DCtenniner, pour tout entier p supCrieur ou Cgal h 2, l'approximation de PadC d'ordre 
(p,l) de la fonction exponentielle xweX . Soit Rp la fraction rationnelle obtenue. PrCciser 
le plus grand intervalle ouvat cenu6 en O dans lquel la fraction Rp est dCfinie et continue. 
Wmontrer que, pour tout del x, il existe un entier P tel que la suite des rkls (Rp(x))ps 
soit convergente et de limite eX. 

Est-il possible de dCmontrcr, de manikre analogue, une convergence unifoxme dans un 
intervalle [-A , A] (M) vers la fonction exponentielle ? 

30) a. L'entier p Ctant fixC, dCtcrminer un intervalle centd en O et une suite (ck)kc N de rCels 
tels que la relation : 

ait lieu pour tout rk l  x de cet intervalle. M i s e r  le rayon de convergence de la sCne 
enti&rc de terme g6nM Q xk. 

b. DCmontrer que, pour tout intervalle [O , A] (AM), il existe un entier P tel que pour 
tout entier p supcrieur B P, I'inCgalitt 

ait lieu pour tous les r6tls x de l'intervalle [O,  A]. En duuire, sous ces hypoth8ses 
sur p et x, une majoration de la diffdrence Rp(x) - ex . 

ex 5 Rp(x) * 

c. Il sera admis que, p Ctant toujours un entier, si x est un r k l  compris entre O et p+l , la 
diffCRnce entre ex et la somme Sp(x) des p+l premiers termes de son ddveloppement 
en &e entike dans un voisinage de O, vCrifie la double inCgalitd : 

.P+l xP+l 
S ex- Sp(x) S 

(P + 1)! p! ( p + 1 - x )  
Est-ce que, en supposant maintenant x compris entre O et 1, le del  Rp(x) est plus 
proche de ex que Sp(x) ? 

FIN DU PROBL&ME 


