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Quelques remarques

1) Il y a beaucoup de fautes d’orthographe , de fautes grammaticales, de syntaxe, et méme de fautes de fappe,
ce qui montre qu’il n’y a aucune relecture sérieuse.

2) Rappelons que les séries entiéres ne sont plus au programme et qu’il est alors nécessaire de bien définir
le cadre. Par exemple, beaucoup de candidat n’ont pas compris la variable "s" dans la définition de la fonction
génératrice. Il aurait été bien de préciser pour s réels tels, que la série converge.

On ne parle pas de "limite" de série mais de somme.

3) Il y a beaucoup de flou mathématique, de définitions trop vagues des variables aléatoires.

4) La question Q33 semble proposer une erreur de raisonnement

4) Heureusement, quelques modeles proposés pourront constituer des énoncés d’exercices interessants pour
les enseignants.

Parasites, fonctions génératrices et loi de Poisson

1. Z suit P(X)
(As)"

gz(s) = ZZOZO e*)‘i'7 série exponentielle convergente pour tout réel s
nl

92(5) = e e

A(s—1)

VseR, gz(s)=ce

2. Il faut supposer que l’intervalle ouvert I contient 1
gg,n)(s) =S —1)..(i —n+1)P(Y = i)s'""™ par itération

gg,n)(l) = :i% ii—1D..t—n+1HPY =i)=E[Y(Y —1)...(Y —n+1)] par la formule de transfert
gy(1) = E[Y]
gy(1) =E[Y(Y —1)] = E(Y?) - E(Y)

Pour Z suivant P(X)

gz(S) _ eA(s—l)’ g/Z(S) _ )\6)\(3—1)’ g%(s) — )\Qek(s—l)
E[Z] =g5(1) = A

V(Z) = g5 (1) +g7(1) = (g5(1)* = X + A= 2> =

3. gU(0) = S5%%i(i — 1)..(i — n+ 1)P(Y = i)0i~" = n!P(Y = n)

=N

Deux variables aléatoires a valeurs dans N ayant méme fonction fonction génératrice ont méme loi



4.

10.

N(©2) = N*
N suit la loi géométrique de parameétre g ( proba de ne pas infecter une cellule)

(¥n>1, P(N=n)=q""'|

. Probabilité quune cellule infectée soit saine :P(S/I) = P(Z =0) = e™*

M est le numéro de la derniére infectée. Mauvaise définition, car si la cellule 1 est saine, que pose-t-on
pour M? M =07

M(Q) =N

(M,N)(Q) = {(4,7), 1<i<jlu{(0,j), 1<j}
Sil1<i<j -
P(M =i, N=j)= qp7_1 (1 _ e_)‘) (e_)‘)J_Z
Sii=0

P(M =0,N =j) = qp/~* ()’

Si1<i<j, P(M=iN=j) =g (1—e?) ()"
Sii=0, j>1, P(M=0,N=j)=q ()

N et M ne sont pas indépendantes car P(N =1,M =2)=0et P(N=1)P(M =2)#0

Déterminons la loi de N — M

Vk>1:

PIN-M=k)=Y,P(M=i,N=k+i)=P(M=0,N=k)+ >, P(M =i,N =k +1)

PN =M = k) = g~ ()" 4 32, ap™ 7t (1= ) ()" = b () + (1-e7) ()" =
e=FA (1 — pe=N)ph1

PN =M =0) = 2, PO =i, N = i) = X gt (1— %) = (1= )

P(N—M=0)=(1—e?)
VE>1, P(N—M=k)=e 1 —pe*)pk!

N
T= Zi=1 i
gn(s) =307 qp"~ts™ série géométrique de raison ps converge ssi s €] — 1/p, 1/p|

__ 4
gn(s) = 1—ps

Vs el = 1/p1/pl gn(s) = T
S - ) ) Ss) =
p,1/pl,  gn T
. X et Y étant indépendantes, s¥ et s¥ le sont aussi

Soit I un intervalle ouvert de convergence commun , alors pour s € I, sX et s¥ admettant une espérance,
sXHY aussi et E(s¥sY) = E(sX)E(sY)

’9X+Y(5) = gx(s)gx(s) ‘

. Pour des lois de Poisson I = R

Vs €R, gxiy(s)=gx(s)gx(s) = eAs=Deu(s=1) — o(Au)(s—1)

On reconnait la fonction génératrice de la loi de Poisson P(A + p)
Or la fonction génératrice caractérise la loi d’ot X +Y < P(\+ )
Rque : c’est un résultat de cours

Par la formule de transfert :
E(sW) =32 s"P(W =n)
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12.

13.

14. py

15.

Notons S; = Y1 +..4+4Y;, Sp=0
Vn>1, P(W=n)=).2 PW=nX=4)=5Y ., P +..4+Y;, =n)P(X =) par indépendance des
Y. et de X
Vn>1, PW=n)=5% i P(Si=n)P(X=1i)=> 0P (S;=n)P(X =1i) car P(Sy =n) =
n

En admettant que I’on peut intervertir les symboles de sommation :

B(sW) = Y2, P(X = 1) [Y50, " P (S, = n)] = Y2020 P(X = i) E(s)

Or d’aprés la question 8, par récurrence immeédiate : gg, (s) = (g(s))’

E(sW) =372, P(X =1i)(g(s))" = h(g(s)) pour s dans un certain intervalle non déterminé!!

On a toutes les hypotheéses pour appliquer les résultats de la question 10 a T
gr(s) = h(g(s))

avec h fonction génératrice de N : h(s) = T s
— ps
et g fonction génératrice de Z : g(s) = e*s=1)
lnp qex\(sfl)
Ve<l==m 9rl) = T Sen

Un modéle modifié

I,, = 7la cellule n est infectée" _
P(T2) = P(Z1 = 0)+ X2, P(Zi = )P(Ze = 0/Z1 = i) = e + T2 e 5 = Y% e A% =P\,
D’ou P(In+1/1n) = P(IQ/Il) = P(IQ) =1—eP*

‘ N suit la loi géométrique de paramétre e P> ‘

se— P>

Vs €] —1/(1—e P, 1/(1 —e PV, gn(s)= TS0 —cm)

(Zl, 1[2) (Q) = N*X{l} U NX{O} )

AN

Vi>1, ,P(Z1=4,112=0)=P(Z; =i)P(l;2=0/Z1 =1) = e_’\‘—'qZ ( les i parasites ont échoué)
il

P(Zy =0,1;2=0) =¢?*

Vi>1, P(Zi=i1;=1)=P(Z =i)P(lja=0/Z; =) = e*A’Z\,Ti (1-q')
P(Zy =k 1o = 1 64&(1—(1’“)
i = P(21 = /1) = P ) ) —
(s) = Ty T (2, (1- qk)) #o [2“ Goff _ oo G0
(5) = s [ = ] = 1 e
N
Pk =P(Z1 =k/I) = e P]:}j)m == Aek'm(qk)

s N
g(s) = e > k0 eiAH (qk) st = e reP? [Zk_o il ]

E(S) = eI [eASq] — edA(s—1)
P(Zy =iN(Zn1 =3) N Iny1)
P ((Zn+1 - ]) N In+1)

P (Zn =i/(Zps1 = ]) N In+1) =
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20.

21.

P(Zn =N (Zn—i-l = J) N In+1) = P(Zn = 7:)P(Im—l/Zn = l) P (Zn-i-l = j/1n+1 NZp = 7’)
P(Z,=iN(Zpt1=34)NIhy1) = P(Z, =4) P(Ip41/Zn =%) P(Zpy1 = j/Iny1) car le nombre de para-
sites dans la cellule n + 1 dépend sulement du fait que la cellule n 4+ 1 est infectée, pas du nombre de
parasites dans la cellule n.

P((Znt1=3) N Int1) = P(Lig1) P (Zngr = j/Ins1) = P(Lnya)e

P (Zn = Z) P (ITH-I/ZTL = Z)
P(InJrl)

N
4!
=P (Zn - i/In-‘rl)

P (Zn = Z./(Zn-&-l = J) N In-H) =

E(s") = 3o s"P(T' =n)

Notons S; =Y + ..+ Y;

Vn>0, P(T=n)=)<PT=nN=i)=>2,P(Zi+..+Z;,=n/N=1) P(N =1)
En admettant que 'on peut intervertir les symboles de sommation :

E(s") = S22, PIN =) [S02 " P (Si = n/N = i)] = 3272, P(N = i) E(s%/(V=0)

D’aprés la question précédente : F(s%/ (V=) = H E(sYe/N=1) = lj 3(s)g(s) = (3(s))" " g(s)
BET) = P =060 70 - 2 g (3s1) = 29— i gf))i —
gT(S) = qu(s_l) A1) ¢ = 1 — 6)\(5 1) 4 eXsq—1)
1-— Fp— [1 —e2sp] (1 —ePH)
e)\(qs—l)

gr(s) =

1— e/\(sfl) + e/\(sqfl)

Comme on ne sait pas distinguer une cellule infectée saine d’une cellule non infectée, comment peut-on
savoir que I'invasion est stoppée?

On peut alors déterminer le nombre moyen dans les 2 modeéles de parasites et choisir le modéle qui donnera
la valeur la plus proche de la moyenne empirique ( aprés un grand nombre d’expériences)

\ . lnp B qe)\(sfl)

Modele 1.:Vs <1 - =5, gr(s) = 1— 5oy
A

ET)=9r(1) =

6)\(q571)

1 — eMs—1) + eA(sq—1)

Modele 2 :;  gr(s) =
B(T)=gi (1) = A

Un test statistique

Convergence dans quel sens?
Thm de la loi faible des grands nombres :

1
Ve > 0, limP(|9n—m|25):Ooﬁm:E(N)=6

Thm de la limite centrée
N étant une variable géométrique G(q), d’aprés le cours V(N) =

n=100,p =1/2, B(N) = 2, V(N) =
0100 — 2
On approxime la loi de —22 5 par N(0,1)

100



22.

23.

24.

25.

26.

27.

0100 — 2 3
> J—
2 V2
100
(6100 > 2,3) < 0,023\

P(b100 >2,3) =P

=1—®(2,1213)

Sous 'hypothése p = 1/2, comme P(0199 > 2,3) < 0,023 < 5%,0n peut rejeter 'hypothése p=1/2
Si on suppose p < 0,5, alors la moyenne est inférieure a 2, on aura P(6100 > 2,3) < 5%

3—-1
Il faudrait montrer que la fonction f(p) = 23-1/q
Ve
1-p)2,3-1 1,3
flp) = (-p23-1_
VP VP
f est bien décroissante.
On peut déterminer le p limite
®(1,65) = 95%
2,3—-1
On cherche p tel que 1025 =% 5 1 g5(x)
Vp/a?

()

Un processus de branchement

Notons g, la fonction génératrice de T'(n)

D’aprés la question 11, g,+1(s) = gn(g(s)) ot g est la fonction génératrice de la distribution u

En admettant que tous les intervalles ouvert de convergence contiennent 1 :
Ins1(s) = g'(s)g,,(9(s))
E(T(n+1))=¢'(1)gn(9(1)) = mg, (1) = mE(T(n))

9(s) = 2,2 5" P(Z =)

In = Gn_ 1og = gogo..og ( n fois) par itération
gn(s) = Zz o 8'P(T, = i)

P( n =0) = g,(0) = go...og(0)

On a donc

’uo =1, YneN, wu,r1=g(u,) ‘

g est croissante sur [0,1], g(0) = P(Z =0),¢9(1) =1
g(1)=m, ¢(0)=PZ=1)
g"(s) =i~ 1)s' P P(Z = i) 20

On suppose m > 1

f(s) = g(s) -
J'(s) = g'(s) =1
f"(s) = ¢g"(s) > 0 sur ]0,1], en supposant que Z n’est pas a valeurs dans {0,1}

I’ est contlnue et strictement croissante sur [0,1]
D’ou f’ réalise une bijection de [0,1] sur [P(Z =1) —1,m — 1]

est une fonction décroissante de p sur ]0,0, 5]
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32.

P(Z=1)<1etm>1, donc 0 admet un unique antécedant par f’ noté «

On peut donc donner le tableau de variation de f

Sur [a, 1], f(z) <0

f(0)=P(Z=0)>0, f(a)<O0,parlethm dela bijection I”équation g(x) = x admet une unique solution
sur ]0,1[ notée ¢

D’aprés le tableau de variation de g , comme [g, 1] est stable par g, si u,, > ¢ alors u,4+1 > ¢

Et upt1 — up = g(upn) — up > 0 d’aprés le signe de f sur [g,1] et donc u,y1 < uy,

Méme raisonnemnt pour u,, < ¢

Par récurrence immédiate, la suite (uy,) est décroissante et minorée par ¢. Elle converge donc vers ¢ € [0, 1]
Par passage a la limite, g étant continue, g(¢) = £ et donc £ = ¢

’ Sim > 1, la suite (u,) converge vers ¢

On admet que limu,, est la probabilité d’extinction , d’ou il y a extinction avec la probabilité ¢
Sim<1
Par une étude similaire, f est décroissante et 1’équation g(z) = z admet une unique solution z = 1

f étant positive sur [0,1], alors u,4+1 > u, , la suite (u,) est croissante et majorée par 1. Elle converge
donc vers ¢ € [0, 1] telle que g(¢) = £ et donc £ =1

’ Si m <1, la suite (u,) converge vers 1

il y a extinction presque-stirement

Sy suit B(n,p)
s . Sn —np .
Par le thm de la limite centrée, | ——— | converge en loi vers N(0,1)

V1pq
Sn,
Ou par la loi faible des grands nombres :Ve >0, lim P (‘n — p) > 6) =0

n—oo

Notons S, une variable aléatoire dont la loi est la loi conditionnelle de Y X;(n) sachant T'(n) = k
i>[an]

Si T(n) = k, il y a k parasites, notons Ay, .., Ay leur position ( numéro de la cellule dans laquelle ils se
trouvent)

Notons By, =1 si Ak > [an], Br=0 sinon

E(By) = P(Aj, > [an]) = P(S,, > an)

San = Y1 B

E(i1 B)=2i1 B(Br) = kP(Sy > an)

E ( > Xi(n)/T(n) = k:) = kP(S, > an)

i>[an]

Par la formule des probas totales :

E( ) Xi<n>> ~ z:‘:w( S Xi(n)/T(n) = k) P(T(n) = k) = P(S, > an) Y3, kP(P(T(n) = k)

i>[an] i>[an]

E ( > Xz(n)) = P(S,, > an)E(T(n))

i>[an]




33. P(S, > an) = P <Sn —np (ap)n)

v npq v npq

On ne peut pas donner une approximation avec la loi normale ( sauf dans le cas a = p)., car il y a du "n"

(a—p)n
NGT]

dans , ou alors il faudrait connaitre ’erreur commise lors de ’approximation par la loi normale.

Déterminons simplement une limite
Sia=p, lim P(S, > an)=1/2, par le théoréme central limit
- n—oo

Sia>p, notonse=a—p>0

OgP(Sn>an):P(%—p>a—p)§P(

Sh ’
— —p|>¢)
n

Par la loi faible des garnds nombres et le théoréme des gendarmes, | lim P(S, > an) =0
n—oo

Sia<p, notonse=p—a>0

S”—p‘SE)

12P(Sn>an)=P(%—p>—5)2P( "

lim (

n

& — p‘ < ¢) = 1"par la loi faible des garnds nombres

Par le théoréme des gendarmes, | lim P(S,, > an) =1

t2 t2
_ t ——
34. Vt>2>0, e 2 < —e 2
x
t2 t2
0o o 1 0o Y
D’ou f:_ e thgff; te 2dt
x
2 27 2
f+oote 2dt = |—e 2 —e 2
22
_ 1 -=
D(z) < e 2
N2
£2 #2 214 #2
A~ al —— 1 - Al —%
35. [e 2dt= [ ;te 2dt = —e 2 -/ 2¢ 2 dt
e 22 2
o (YT L -5 el =5
Dou [ e dtz;e -/ 2¢ dt 2
12 . 12 t2 -z
Par la méme méthode qu’au 34 f+oo 1375dt<f+°° Lt d(;Edt— ! f+oot67§dt—e 2
q cJx 2 — Jz 2\ ¢ 7@.3 T - 3

2

s> 7 [L- 1]

36. Que signifie le plus grand a tel qu’il y ait des parasites au dessus de an? lim F ( > Xl(n)> >07

nmee \ixfan)
( suite décroissante minorée par 0 donc convergente)

—p)Vn

a
Si on pouvait montrer (comment ?) qu’un équivalent de P(S,, > an) est ® <(
v P4

alors E/ (izz[a:n} Xl(n)> ~ P (W) d’aprés Q32

> lorsque a > p
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x
_ o 1 _
Sia>p, lim la=plyn = 400 et d’aprés Q35, ¢(x) ~ e 2 etE < > Xz(n)> ~m"

VPq +oo g/ 21

i>fan]
VPa ( [ (a—p)2]>
E Xi(n) | ~ exp|n|lnm— ——
<i>2h:n] ( )> V2nm 2pq
)2
lim £ ( > Xl(n)> > 0 si et seulement si lnm — (a2pqp) >0<=a>p++2pglnm
n—oo i>[an]

0" = p+v2pqlum]

i>[an)

1
Sia=p, E ( > Xl(n)> ~ im" ne dépend pas de a

Sta<p, E ( > Xz(n)> ~ m™ ne dépend pas de a

i>[an]

(a—p)*n

2pq



