SPE TSI Corrigé de Centrale 2002 TSI~ 26M€ gpreuve
ILA.1)Ona: V(a,a)c€R? V(4,A) = [(Z Z) , (CCL, Z,)] eM;
aa+a'ad  ab+a't
ac+a'd ad+ad

=ala+d)+ad'(a+d) = atr (Z

tr(aA+ao'A") = tr >:aa+a'a'+ad+a'd'

li /
Z) + o tr (Z, Z,) = atrA+a'trA’

> = aa’ +bc +cb' +dd' = tr (A'A) {car manifestement (a, b, ¢, d) et

(a', b, d") jouent le méme role.

aa' +bc  ab + bd’
ca' +dc b +dd

N a c\ _ . a b\ _
tr(A)-tr(b d>—a+d—tr<c d>—t7°A

Donc tr est une forme linéaire sur My et : V (A4, B)e M3 tr(AB) = tr (BA) et tr(*A) = tr A

tr (AA') = tr (

I.A.2) e Tout d’abord < | > est manifestement une application de /\/l22 vers R.
e La linéarité de la trace établie en 1) et la structure de R-algébre de My permettent d’affirmer que < | > est
linéaire a gauche.

oV (A, B)eM2 <AB>=tr(A'B) = tr [t(AtB)} = tr (B'A) =<B|A>

_fa b . AN a b a c\| _ a?+b? ac+bd
e (0 D) eat <atswiam - (0 2) (4 9)] (215

= a4+ +E+d?>0
<AA>=0 <= P+ P+ P+ =0 <= a=b=c=d=0 < A =0y,
Donc < | > est une forme bilinéaire symetrique définie positive sur M.

Donc < | > est bien un produit scalaire sur M.
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IBeOna: Vie{l,2} <Ej|E>=tr(E'E)=1tr(E?) =trE; =1

1
< B3|Es> = tr(E3'Es) = tr(E3) = tr [5 ((1) (1)>] !
<miei> = iy = s - L5 5]

<E1|E2>= tr (EltEQ) = tr (ElEQ) = t?‘OMZ =0
[ 1
<E1|E3>= tr (EltEg) = tr (ElEg) =tr|— (8
1

1
LV2 0
0 1
<E1|E4>= t?“(EltE4) = tT(—E1E4) = —tr |:— (0 O>:| =0
0
0

F _
<E2|E3>= t?“(EQtEg) = tr (EQEg) =tr|— ((1) > =0

2

, 1 /0 o
<E2|E4> = tr (E2 E4) = tT(—E2E4) = —tr|—
<E3|E4> = tr (EgtE4) = tT(—E3E4) = —ir |:

Donc By est une base orthonormale de Ms pour ce produit scalaire.

e Manifestement F4 appartient & My \ S donc : dim Sy < dim My —1 =3
Or Ey, E5 et E3 sont symetriques, donc (E1, Fa, F3) est une famille orthonormale de S3, donc une famille libre de So
qui est de dimension au plus 3.

Donc (E1, Ea, E3) est une base orthonormale de Ss.

1
T —=(xs+x 1 2 2
I.C.1) Ona: detM =| 4 ! \/5( ° 2 = xlxg——(xg—xi):xlxg—ﬁ—l—ﬂ
—_— \/—5(303—354) T2 2 2 2
I.C.2)Ona: Y(ab,c,deR* detov(ab,cd) =" Z — ad— be

Ceci suffit pour affirmer que det o 1) est une forme quadratique sur R

4 4 4 2 2
De plus : V(ml,xg,xg,x4)€[E{4 det o Y (Z xiei> = det (2}1 xiw(ei)> = det (2}1 xiEi> = T1To — % + izt

i=1 2
01 0 O
11 0 0 O
Donc : Matb(detoz/}) =510 0 -1 o
0 0 O

II.A D’apres 1.C, det o 9 est une forme quadratique sur R
De plus det o (1,0,0,1) = det] = 1 et ¥ (M,N)eMZ det(MN) = det Mxdet N.

Donc det est un exemple d’application ¢ solution du probléme exposé au début de II.

II.BOn a: q(OMZ) = q[w(O, 0,0, O)] = (qov)) (O[R4) = 0 car got) est une forme quadratique sur R*.

g n’est pas la forme quadratique nulle, soit donc M, élément de My, tel que : ¢(M) #0
Ona: qM) = q(IM) = q(I)xq(M) donc en divisant les deux membres par ¢(M) : ¢(I) = 1
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I1.C Soit M une matrice de Mo de rang 2.
Alors M est inversible donc : 1 = ¢(I) = ¢(MM~"') = q(M)xq(M~") donc g(M) # 0.
Donc, si M une matrice de My de rang 2, alors : ¢(M) # 0.
II.LD.1)Ona: dimKerf = dimR?>—rgf =2—-rgM = 1.
Soit donc v un vecteur non nul de Ker f et u un vecteur de R? non colinéaire & v.
Alors : e Ker f = Vectv
e (u,v), famille libre & deux éléments de R, est une base de R>
De plus u est non colinéaire & v et Ker f = Vectv, donc u n’appartient pas a Ker f, donc f(u) # OR 2

soit donc w un vecteur de R? non colinéaire a f(u).
Alors (w, f(u)) est une famille libre & deux éléments de R* donc (w, f(u)) est une base de R”

On a donc pu trouver (u, v, w) dans ([RQ)3 tels que (u,v) et (w, f(u)) soient deux bases de R? et Kerf = Vectv

Soit P la matrice de passage de (e1,€2) & (u,v) et Q la matrice de passage de (e1,€2) & (w, f(u)).

Alors: Q7'MP = ]\{at f.= ((1) 8>
(u0),(w.f(u)))

Donc : H(P,Q)E(GIQ([R))Q/PMQ:(? 8>

I1.D.2) Soient P et ) deux matrices telles que celles dont on vient de prouver Iexistence.
Alors 1 ¢q(PMQ) = q(P)xq(M)xq(Q) (PHQ)
N q(PM
Or, d’apres II.C : q(P) #0 # q(Q) donc q(M) = ————
707 0(@Q) done 10D = 4p7 Q)
De plus :  (PMQ)* = 0,4, donc [¢(PMQ)]” = ¢[(PMQ)?] = q(0p4,) = 0 donc ¢(M) = 0.
Donc, si M est une matrice de My de rang 1 alors: ¢(M) = 0.
ILEOna: VMeMsy rgM = 2= q(M)#0 cf IL.C
rgM =1=¢q(M) =0 cf ILD
rgM = 0= M =0, = q(M) =0 cf ILB
Donc: YVMeMy q(M)#0 < rgM =2
Or: YVMeMy rgM =2 <— (M est inversible) Donc: VMeMs (M est inversible) — q(M)#0

a b a—A b
I1.F.1) Posons : M_<c d . d—\

Donc : | f est une fonction polynomiale de degré 2 dont le coefficient dominant est 1 ;
les zéros de f sont les valeurs de A telles que M — A soit non inversible,
les zéros de f sont donc les valeurs propres de M, donc: VAeER f(A) = (A=A 1)(A = A2).

> alors: VAeR f(\) = = (a—=A)(d—=X) —bc =X —(a+d)\+ad—be
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I1.F.2) g o ¢ est une forme quadratique sur R* soit donc p sa forme polaire, p est une forme bilinéaire symetrique sur R*
Ona: V(r,y)eR' gop(+y) =pla+tyzty) =plz+ypyc+y)
= p(@,2)p(z,y)p (y,2)p (y,y) = qo (x)2p (@, y)qo ¢ (y)

et, de méme : qovp(xz—y) = qotp(x) — 2p(z,y)go v (y)

donc, par soustraction membre & membre :  p(z,y) = i [q op(x+y) — qot(x— y)}
Donc: VYAeR g(A) = q(M —X) = goyp [ " (M = \)] = qov [ (M) — Ay~ (I)]

= qop [~ (M)]2p (v~ (M), = A~ (I))gop [— Ay~ (I)]

= q(M) - 2Ap(w‘1(1\14),¢‘1(1)))\2q0¢ [~ ()]

= ¢(MNq (1) = 22xg[aow [67 (M) +47 (1] = gov [w7 (M) -7 (D)]]

= q(M)X\? — zxxﬂq(MH) - q(M—])}
Donc: VAER g(A) = A% — 2Xp (M, I)q (M)

IL.F.2) De plus, d’apres ILE :  |[VA€ER g(\) = 0 <= ¢(M — M) = 0 <= (M — A est non inversible)
<= AeSPM = X< {1, A}

Donc: YAER g(A) = (A= A1)(A—A2) (on a vu plus haut que le coefficient de A\? est 1)
Donc, d’apreés II.F.1) :  f =g donc, en particulier : ¢ (M) = ¢g(0) = f(0) = det M.
Donc, pour toute matrice M trigonalisable de My : ¢ (M) = det M.

-1 . . .
I1.G.1) Posons : M = (tl) 0 > et soit f ’endomorphisme de R? dont la matrice dans By est M.
Alors f est la rotation vectorielle de R? d’angle 5 donc f n’a aucune valeur propre, donc M n’a aucune valeur propre

réelle.
Donc M n’est pas trigonalisable dans M5 et on ne peut donc pas lui appliquer le raisonnement de IL.F.

1 0 1 0 a b a b
I1.G.2) Posons : P_<_§ 1> On a: PM_<—§ 1> (c d>_<0 d—%)

q(P) =detP =1

Donc P et PM sont triangulaires, donc, d’apres ILF.2) :  <et be
q(PM) = det (PM) = ax (d — %) = ad — bc

Donc: ad—bc = q(PM) = q(P)xq(M) = q(M)

Donc : VM:(Z Z)EMQ a#0= q(M) = ad —bc = det M

I1.G.3) On a : (é 1>M:<(1) 1) ((c) Z>:<2 b—gd>

Donc : q[((l) i)M]zq(é 1>q(M)=det<(1) 1>q(M)=q(M)

- q<z b;d> —cd—c(b+d) = —be = ad —be = det M

on a utilisé IL.F puis I1.G.2).

Donc : VM:(g Z)EMQ c#0=q(M) = —bc = ad —bc = det M
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I1.G.4) Si a # 0 alors, d’apres II.G.2) : ¢ (M) = ad —bc = det M
Sia =0 # c alors, d’apres I1.G.3) : ¢(M) = —bc = ad —bc = det M
Sia=0=calors rg M <1 donc M est non inversible donc, d’aprés ILE : ¢ (M) = 0 = det M
Donc: YMeMy; q(M) = detM

T V2 52
II.A Ona: V R Mlyery e | “o V2 ks oy 2 —
n a (x,y,2)€ ge k NG, . zYy — <
2
T’k est donc la quadrique d’équation dans R : zy — % =k

II1.B.1) Soit My (w0, yo, z0) un point de I'p \ {O}, on a donc : 23 = 2oy
a

Soit alors A une droite passant par My et V|8 un vecteur directeur de A.

Y
T = Tg+ A\
On a donc : (a,ﬁ,7)7éORs et A{y:yo—i—)\ﬁ
z = 2o+ Ay

Deplus: ACTy<= (VAER 2(zo+Aa)(yo +A8) = (20 +A7)?)
— (V)\E[R (2z0y0 — 25)2M(ayo + Bro — ¥20) A% (208 —7?) = 0)
— (VAeR X(2af —~?)2X(ayo + Bxo — v20) = 0)
203 = ~*
<~ et af =7 car seul le polynéme nul a une infinité de zéros
ayo + Bro —vz0 = 0

1 cas: 29 =0 alors 20 =0#yg et : ACIly <— {ayozo = {a:O = A =yy

éme o _ . Bro =0 B=0 o
2 cas:yo =0 alors 2o =05# x¢ et : ACFOS}{QaﬁZWQ@{y:O(:)A_xx
zeme cas : Toyo # 0
er VO 0=+ y=0 . impossible car
1% sous-cas : « =0 alors ACFO(:}{BJCO—WZOZO Bo =0 —= B=79=0 (a,ﬁ,v);ﬁORs
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N 1
III.B.1) 2°™M€ sous-cas : a # 0 alors v B/ dirige encore A, imposons donc a = 1, alors :

oyxes
— = 2 — Z0 2 2 —
Yo + Bro —vz0 =0 Y o — 2720 +2yo = 0 ro(vY—32) — 2200 =0
ACFQ<:> ﬁ:ﬁ = ﬁ—ﬁ — 72
2 92 5:?
T _ 2o 2:'25—230310 -0 'y:z—o r=x0+ A
o\ Zo To o _ zg
= 2 = 2 = Aqy=votAgs
g="L g= 9 -
2 21‘3 0 xo
= yo + (z — o) 2y — oo b B0 26— 2o Zwovo—zi _ 2,
= A y:yo 0 2 = A y:yo 2a £ 7 2ag g 220 242
z=2z0+ (¥ —x0) 2 z=ztrR -z =2y

— A Zgx — 228y =0 A Toyor — a3y =0 . A{yox—xoy:()
zox —xpz =0 zor —xpz =0 zox — x9z =0

zo
Conclusion : | Pour tout M |yo de T'g \ {O} il existe une unique droite Aj; passant par M et tracée sur T'g;
2

0
de plus : si g =0 alors Ay = 9y,

si xg # 0 alors Ay, {ggi : igg :g (c’est x’x si yp = 0 car alors zg = 0)

II1.B.2) Soit Py le plan tangent & 'y en My. Pg a pour équation dans R :  yo(z — zo)zo(y — yo) — 20(2 —20) = 0
Cette équation s’écrit encore :  yozxoy — 202 = 2Toyo — 25 or 2moyo — 25 = 0 puisque My € Ty
Le plan tangent a I'g en My a donc pour équation dans R :  yozxoy = 202

2
2x9Y0 _ Az
) o

= T+ oy = 2yox =
1 cas: 29 #0 alors: VM Jo x0y2><yo Oy_ o

X
2682 MEAM0<:> {ZQ.Z‘:.I‘QZ

= M € Py

donc :  Ajpg C Po

20Me (as 40 =0 alors Ay, =9y et 20=0%#y, donc Py:z=0 donc Ay, C Py

Donc, pour tout My de Sz \ {O} le plan tangent & T'g en My contient Ay, .

II1.C.1) Soit y_; la projection orthogonale de T'_; sur 20y.
x
Alors : Y (z,y)eR?* M|y €y, <— <3ze[R/M
0

x
Y EI‘_1> — (FzeR /22 =22y+2) < zy> -1
z
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II1.C.2) Soit v ; la projection orthogonale de I'_; sur 20z.

T T
Alors : Y (z,2)€R?> M|0 €4 | < <3y€[R/M‘y EF_1> — (FyeR /2% =22y +2)
z z

22 x#0
= <3yE[R/?—1:xy> <~ {ou

x=0et z =42

0 0
Donc la projection orthogonale de I'_; sur 20z est 2Oz \ (z'z\ {A‘(\)/_ , B‘O }>
2 2

0 0 = =
II1.C.3) A|0 _ et B|0 sont dans I'_;. Posons : A {x 0 et Ao {x 0
va© e =2 PV
Manifestement : | e Aj et Ao sont paralleles (et paralleles & y'y) o Ay # Ao

oA CT_j et AyCT_y car Ty :22=22y+2

Dans le choix de A; et Ay on aurait pu remplacer x = 0 par y = 0.

II1.D.1) T}, a pour équation dans R : 2% —2xy+2k = 0. Or: V(z,y)€R? 2zy =

(z+y)?  (z-y)?°

X 1/vV2 1/vV2 0 T T 1/v2
Posons donc : Y |=|1/V2 -1/V2 0 y | etdonc |y |=1{1/vV2
Z 0 0 1 z z 0
1 1
U=—(E1+E2) et V=—(E—-F
\/5( 1 2) \/5( 1 2)

Dongc, dans (O, U, V, Fs

s

, T}, a pour équation : Z2 — X2 +Y2 42k =0 ou encore

2 2
1/vV2 0 X
-1/vV2 0 Y

0 1 Z

II1.D.2) Donc | Ty est un cone de révolution de sommet O ;
T’y est un hyperboloide a une nappe de révolution si k < 0;
T’y est un hyperboloide a deux nappes de révolution si k > 0;
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IV.A.1) e @ est bijective donc: [ = ®[@~1(1)] = ®[®~ (I)xI] = @[~ ()] x®(I) = IxD(I) = ®(I)

eOna: VMeS; (M) = ®(M) = (M) donc ®(M)e S,
Donc: @(S3) C S2
Or ® € GL(Ms3) donc dim®(S2) = dimS2 donc ®(S3) = So
eOna: —®(Ey) = ®(—E4) = ®(*Ey) = "®(E,) donc ®(E,) est antisymetrique,

oera o[y )] -e(4) o

Posons donc :  ®(FE,) = (—b 0>
52
Ona: @(EixEy) = ®(Ey)x®(Ey ( ! 8) (_Ob 8) = ( g _0b2> donc b* =

Donc : ®(E,) = i( >

IV.A.2) e Ona: YMeGLyR) I = q>( = O(MM~1) = O(M)xd (M)
Donc: YMeM, M € GLyR) = (q>( ) € GLy(R) et ®(M~1) =<1>(M)‘1)

e Soit M une matrice de My telle que ®(M) soit inversible.
Posons : N = & ' [®(M)"'] alors: ®(MN) = &(M)xB(N) = &(M)xd(M) " =T = &(1)
or ® est bijective donc: MN = I donc M est inversible.
Donc: VMeMy ®(M)eGL:(R) = M € GL:(R)
Regroupons : YMeMs M e GL:(R) < ®(M) € GLz(R)
eOna: Iy= {MESg/detM :O}

det M =0 M non inversible ® (M) non inversible
Donc: VMeMy M el <et <= {et +— (et
M€ S, M= M D('M) = ®(M)

{detq)(M) =0 {detq)(M) =0
<= et <= et
(M) = ®(M) (M) € Ss
(pour la troisieme équivalence, on a utilisé ’alinéa ci-dessus et le caractere bijectif de <I>)
Donc, ® étant bijective : ®(Ty) = Ty
IV.B.1) Hypothese : ® 4 vérifie P alors, d’apres IV.A.1) : [ = ®4(I) = AIA = A? donc A% = 1.
Hypothese : A2 = T
alors : e My est une R-algébre donc ® 4 est linéaire (vrai pour tout A de My)
oV Me M, (I)A(M)—OM <= AMA—OM — A2MA%2= AOM A= IMI—OM <= M—OM2
donc: Ker®y = {OMQ} donc @ 4 est bijective (M3 est de dimension finie)
oV (M, M"YeM2 Bu(MM')=AMM'A = AMIM'A = AMA?M'A = AMAAM' A= & 4(M)x® 4(M")

— ®(M)eT,

eV MEM, @,4(M)=(AMA) = TA'M'A = ATMA= (M)
donc ® 4 vérifie P.
Donc: VAES, (<I>A vérifie P) — A%2=17]
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IV.B.2) A appartient & Sp et A? égale I donc: *AA = A2 =1 donc A est une matrice orthogonale symetrique.
Or : e les seules matrices orthogonales droites symeétriques de Mo sont I et —I o A est distinct de I et —1.
cos  sinf >

Donc A est une matrice orthogonale gauche de Mo, donc : F6€(0, 27| / A= .
sin  —cosf

1 (cos® sin6 0 1 cos sinb
IV.B.2) Ona: ®u(Ey) = AEsA = E (sin@ —cos@) (—1 O> (sin9 —cos@)

_ 1 (—sin® cos0 cos sing \ _ 1 [0 -1 _ x5
/2 \ cos  sinb sin) —cos® ) 2 \1 0 ) 4

Donc: ®y(Ey) = —FE4

IV.B.3)Ona: VAeS;\{~I,1} (D, vérifie P) e A2=1T [aee[o, 27r[/A = (gf;z ;922599)]

= (396[0, 27| /A = (Ey —Eg)COSG\/?EgsinH)
|Er — Eo||* = |E1|]” + || Bl = 2

Or (O, Eq, Es, E3) est un repére orthonormal de Ss, donc : {et
IV2Es|| = V2| Es|| = V2

donc: |By— Bull = V3B = v2
Donc {A € 83\ {—1,I} /@4 vérifie P} est le cercle de centre 04, de rayon V2 dans le plan (O, E;-FEs, F3).
IV.B.4) Ona: [Ba(M)|2= [AMA|? = tr[AMA'(AMA)] = tr[AMA'A'MA] = tr[AMAA'MA] = tr[ AMA2M A]

= tr[AM'MA] = tr["MAAM]| = tr['MA’>M| = tr['"MM] = tr[M'M] = ||M|?
onautilisé: eAcS;, e A2=1 eI.A.1

Donc: VAeS, A’=]—=— (VMEMQ [PA(M)|| = ||M||)

Donc: VAES, A?=1= ®4c O(My)

Or: VMeMy Ppo®u(M) = P4(AMA) = A(AMA)A = A2MA?2= M donc: Ppody = IdM2

Posons: F = Ker (<I>A — [dMQ) et G = Ker (<I>A + Isz)
F et G sont différents de {O M2} car I appartient a F' et F4 appartient a G.

On a: e F et G sont en somme directe car ce sont deux sous-espaces propres de @ 4,
M+ DPA(M)M — Ds(M
evMeM, v = MH2al) A)

2 2

® 4 (M+‘I;A(M)> N %[¢A(M)+¢A0¢A(M)] = %A(M)

Dy (M_(I;A(M)> - %[(I)A(M) — Qa0 Pa(M)] = _w
donc : M+(I2)A(M)EF et %A(MEG donc: MeF+G

donc: My = F+G.
Donc: My = FOG = Ker (<I>A _[dMQ) @ Ker (<I>A +IdM2)
Donc ® 4 est la symetrie par rapport a Ker (<I>A — [dMQ) parallelement a Ker (<I>A + IdMQ)’ or &4 appartient
a O(Ms), donc pour tout A de Sy tel que A%2= I, ®4 est la symetrie orthogonale par rapport a Ker (<I>A — Isz)
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IV.B.5.a) On sait que : e $4 est la symetrie orthogonale par rapport & Ker (<I>A — [dMQ)
e Dy(S2) =82 e dimSy;=3 e{[,A} CSy; e {[,A} C Ker (<I)A _IdMQ) e A¢RI
La restriction de ® 4 & S est donc soit la réflexion par rapport & Vect {I, A} soit IdSZ'
OI‘ : {El, Eg} C 82
®4(Ey) = (cgs@ sin 6 > (1 O> (cgs@ sin 6 > _ (cqs@ O> (cqs@ sin 6 >
sinf —cos6 0 0 sinf) —cos6 sinf 0 sinf —cosf
cos?0 cos B sin 0

=\ cos 0 sin o in20 > donc @ 4(F;) differe de E; sauf si 6 appartient & {0, 7}

cosf  sinf 0 1 cosf  sinf sin@  cosf cosf  sinf
Pa(V2Es) = (sin@ —cos@) (1 O> (sin9 —cos@) - (—0059 sin9> (sin9 —cos@)
sin20  —cos20 . . . < (n 37
0520 —sin20 donc <I>A(\/§ E3) differe de V2 E5 sauf si 6 appartient a {5 =
La restriction de ® 4 & Ss n’est donc pas IdSZ'
La restriction de ® 4 & Ss est donc la réflexion par rapport au plan Vect {I, A}.

FEi+ Ey I Ei— Eo 1 1 0 1 0 1
IV.B.5.b) On a : e e R Vet e L : Fa — —
yone Vi i1 CRR) RS 14
1 1
—_— :—:U,
<\/§> V2

Donc: Pu(U) = @
BA(V) = 1 (cost sint 1 0 cos) sint \ _ 1 (cosf —sinf cos  sinf
AV = V2 \sin —cosf 0 -1 sin@ —cos® ) /2 \sin cosO sin® —cos
1 [cos20 sin20 .
= (sinQG cos 29> = V cos20FE3sin 20,

hS

V2

1 sin20 —cos260 .
DA(FE3) = E (—00529 —sin2€> = Vsin20 — Escos?20
1 0 0
Donc: M 0 cos20 sin260

at(U,V,Eg)(I)A =
0 sin20 —cos260
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1
IV.C.1) Posons : V (z,y)€ ([R4)2 o(x,y) = 1 [det o @ oty (z+y) — det o @ otp (x —y)]
Ainsi : e ¢ est une application de ([R4)2 vers R,

eVzeR 4p(z,z)=detodorp (2z) — detodor) (O[R4) = det[2®oy) (x)] — det Opq, car {;‘Z 2 2%@2)/\42)
= 4deto®ot) () ,

Prouver que deto®o1) est une forme quadratique sur R? revient donc & prouver que ¢ est bilinéaire et symetrique.

Or: V(z,y)e ([R4)2 4¢(y,z) = deto®o) (y + x) — deto®or)p (y — x) = deto®ot) (x + y) — det[ — Do) (z — y)]
— detodo (x +y) — (—1)%detodoy (z — ) = 4ip(z,y)
on a utilisé ®oyp € L'([R4, M)

donc ¢ est symetrique.

li /
De plus : V(M,M'):KCCL Z)(‘;, 2,)]6/\43

N |la+a b4V | |a b+V a b+b| _Ja b a v a b a v
detM M=) v ava|T|e dra|t|e ava|T|e d|t|e a|T|e d|t|e @

_ ;e V| b d

= det Mdet M' + e d d ¢

Soit donc z, 2’ et y trois éléments de R?* et A un réel.
) _(a b (o B P
Posons : @ow(x)—<c d>’ <I>o1p(y)_<7 6>’ (I)o¢(x)—<c, J
Ona: 4¢(Az,y) = deto®otp (A\x + y) — deto®or) (Ax —y) = det [ADor) () + ot (y)] — det [APoy) (z) — Por) (y)]

det A\®ot) (2)] + det[Pot) (y)] + ii g _‘ ifl 3

Aa - b -«
_ (det[)@ow (x)] +det[-<I)o¢ (y)] +‘ \e _g —‘ Ad -~ )
_ a f b o
28] mfhe
- - . . 1/lap b«
En particulier, si ’on donne la valeur 1 & A, on obtient : (z,y) = A IR

Donc, pour tout (A, z,y) de RxR*xR* : ¢ (A\z,y) = Ao (x,y)

deto®or) (x + o' +y) — detoPor)p (x + 2’ —y)
— det[®oy) (x) + Doy (' + )] — det[Botp () + Doty (a/ — y)]

On a encore : 4o (z+z',y)

v b o
= det[®oy (2)] + det [0t (' + )] +| d,ig —‘d ‘é,j:ﬂ
b — b o —
~ (det[®oy (2)] + det[Dovs (o' — y)] +| d,_[; —‘d v )
= () +|1 3? —‘Z 3: = 4o’ y) + 2( . fHZ 3 > = 4[p(2',y) + o(z,y)]

ceci pour tout (z,2’,y) de ([R4)3
Résumons : ¢ est symetrique et linéaire a gauche, ¢ est donc bilinéaire et symeétrique.
Ceci suffit pour conclure que deto®ot est une forme quadratique sur R*
De plus, d’aprés IV.AL1 @ deto®o) (1,0,0,1) = deto® (I) = detI = 1

Donc deto®otp est bien une forme quadratique non nulle sur R
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IV.C.2) Deplus: V(M,N)eMS deto® (MN) = det[®(M)x®(N)]| = det[®(M)]xdet[®(N)] = [deto® (M)]x[deto® (N)
Donc, d’aprés IT: VM eM,  det[®(M)] = det M.
det M =k __ {det[(l)(M)] =k

Donc: V(k,M)eRxMy M €T} <— { car @ est bijective

tM =M (M) = (M)
det[® (M)] = k
— {t[q)(M)] — o (M) <— P (M) eTy

Donc, encore en utilisant le caractére bijectif de ® : VkeR @ (') = T
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IV.C.3) Posons :  Mat ;v g, 5, ® = (ai;) € Ma(R)
Daprées IV.A.1: ¢ ®(U) = @ (\/Lﬁ) = % =U donc: ag1=as1=as1=0
o (V,E3) €85 et ®(Sy) =8y = Vect (U,V,F3) donc (@ (V),®(E3)) € [Vect (U,V,Eg)]2
donc : as2= as3=0
° (I)(E4) = iE4 donc : 1,4 = Q24 = A3 4 = 0 et Q4,4 = +1

1 1 1 0 1 /0 1
Ona..U—E, V—E<O _1>, Eg_ﬁ(l O>

1
e detV = —5
Tlaio+ase as,2 1 2 2
det® (V) = det U 1% E3) = = ’ ’ J = Z —
et ® (V) et (a1,2U + az 2V + a3 2 Fs3) 5 Gss | @i ass 2(a1 o — G35 —a35)
donc, d’apres IV.C.2 : a3, +a3,—af, =1

1 1
o det B3 = ~3 et det® (E3) = det (aLgU + a3V + a373E3) =3 (aig — a%s — aag)
donc, d’apres IV.C.2 : a33+a33—aiz =1
e det(U+V) = det(vV2E;) = 0
det [(I) (U + V)] = det [(I) (U) + & (V)] = det [(1 + a172)U + a272V + a372E3] =

[(1 + a172)2 - ag,z - ag,Q]

| =

1 1
2 [(1+201+ a7, — a3, — a3 5] = ) (1+2a12—1) = a1

donc, d’apres IV.C.2 : a12= 0
1 1 1
det [(I) (U + Eg)] = det [(I) (U) + ® (Eg)] = det [(1 + a173)U + a273V + a373E3] = a13
donc, d’apres IV.C.2 : a;3= 0
a2 = cosb, aszo=sinf

Donc: a2,4+da?2, =a%2.+a2, =1, soit donc @ et &, éléments de [0, 27|, tels que : .
2,2 3,2 2,3 3,3 ) ’ [ ’ [’ 4 Q2,3 = COS o', asz3 = sin o'

1 1 1
det[® (V + E3)| = det[® (V) + ® (E3)] = det [(as,s + as,3)V + (ass + az3) Fs)
_llasa+ass aza+ass | 1 2 2
5 | aso +ass —ans —ass| ~ 2 [ — (az2,2 + az3)” — (as2 + as3)?]
donc, d’apres IV.C.2 :  (ag2 +a23)? + (as2 +aszs)? = 2

donc :  c0s20 4+ 2cos0 cos O + cos?0 + sin0 + 2 sin 6 sin @ + sin?0 = 2

3 3

donc: cos(@—6¢)=0 or 0—0 €]2n,2r] donc & —0¢€ {-?ﬂ a-gaga?ﬂ-}

3r T . cos® = cos (9+ ﬁ) = —sinb
si 0/ —6¢ {-— ,—} alors ¢ =0+ -+« avec a € {0,-27} donc 2

2 2 2 sin@':sin(9+§):cose

T 3 . cos® = cos (9— ﬁ) = sinf
si 0/ —6¢ {-—a—} alors ¢ =0 — -+« avec a € {0,27} donc 2

2 2 2 sin@ = sin (9— 5) = —cosf

0 0 0
cos €'sin® 0
sin —¢&' cosf 0

0 0 €
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cos (i) sin (i)
IV.C4.a)Ona: A =2 [cos (%) Vsin (%) Eg} = V2 V2 donc
sin (i) —cos (—)
V2 V2
Donc, d’apres IV.B.1, &4 vérifie P, de plus, par hypothese, ® vérifie P.

Donc: e @ et 4 appartiennent & GL(M3) donc ®od 4 appartient & GL(May),
oV (M, M) eMZ Do (MM') = & [®A(M)x®s(M')] = Bod(M)xPod 4(M’)

Db (M) = @ "Ba(M)] = ' (@[@4(M))) = [Dod(M)]

A2 =1.

B}

Donc ®od 4 vérifie P.

A cos(\%) sm(\%)

DA(Fy) =—Ey4

Par ailleurs : donc AeS2\{-1I,I} donc, d’aprées IV.B.2 :
sin (i) —cos (i)
V2 V2
1 0 0
et, d’apres IV.B.5, la restriction de ® 4 & S2 a pour matrice dans (U, V, Es) : 0 cosf sind
0 sinf —cosb
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 O
0 cos@ sinf O 0 cosf sinf 0 01 0 O
Done: Mat ;) ®oPa = 0 Ging —cosod 0| |0 sind —cos6 0 | =0 0 1 0
0 0 0 € 0 0 0 -1 0 0 0 —¢
1/0 1 0 1 1 -1 0 1 1
IV.C.4.b)On a: O(E3E,) = O [5 (1 O> (_1 0>] = 5(1)( 0 1> = §<I>(E2—E1) = 5(1)(—\/5‘/)
1 . 1 (cos0 sin
= _E(I)(V) = —E(COSHVSZTLQE;J,) = 5 sing —cos@)
O(EsEy) = O(E3)xP(Ey) = (sinGV — cosGEg) ek,
_ 1 ([ sin® —cos@\ € (0 1\ _ € (cosf sinf
2 \—cosO —sin® ) 2\ -1 0) 2\ sinf —cosd
Donc: & = -1
Donc ®ody = IdM2 or, d’aprés IV.B.4, ® 4 est une symeétrie (orthogonale) donc ® 40P 4 = IdM2
Donc: & = <I>o((I)Ao<I)A) = (<I)o<I)A)o(I)A = IdM20<I)A =Py
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1 .
IV.C.5) En reprenant les calculs de IV.C.4.b), on obtient : ®(E3E,) = —3 (cos@ sinf >

sinf —cos 6
O(E3Ey) = ®(E3)x®(Ey) = (— sin0Vcosl Es) eEy
€ [cosO sinf

sinf —cos

Donc: g =1 2
Soit ¢ un élément de [0, 27[, posons : B = V2 [cos (£) Vsm (%) Es]

1 0 0 1 0 0 0
) | 0 cosf sinf 0 |0 cosp sing 0
Comme en IV.C.4.a) : Mat Pa = 0 sin® —cosf 0 et Mat,®p = 0 sing —cosp 0
0 0 0 -1 0 0 0 -1
1 0 0 0 1 0 0 0
) |0 cosp sing 0 0 cosf sinf O
Done: - Matg®po®ys = 0 sing —cosep 0 0 sinf —cosf 0
0 0 0 -1 0 O 0 -1
1 0 0 0
| 0 cospcosf+sinpsing cospsind —sinpcost 0
0 sinpcos® —cospsing  sinpsin® + cospcost 0
0 0 0 1
1 0 0 0
[0 cos(p—0) —sin(p—06) 0 _
0 sin(p—6) cos(w—0) 0 pour ¢ = 26 on retrouve Mat,®
0 0 0 1

Donc, avec B = ﬁ(cos@VsinQEg), ona: ® = ®dgody
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