
CCP TSI 2012 � Math 2 � CorrigéPartie I - existen
e de F et I1. a. f est 
ontinue dé
roissante sur [0,+∞[, f(0) = 1, lim
x→+∞

f(x) = 0.b. f ′(0) = 0 don
 la tangente en (0, 1) a pour équation y = 1, l'axe des abs
isses (y = 0) est asymptote.
2. La fon
tion f étant 
ontinue sur [0,+∞[, F est en l'unique primitive qui s'annule en 0. F est don
 de 
lasse

C1 sur [0,+∞ et F ′ = f .3. f est 
ontinue sur [0,+∞[ et t2e−t
2 −→

t→+∞
0 (
roissan
es 
omparées) don
 e−t

2

= o
+∞

(
1

t2

). Par 
omparaisonà l'exemple de Riemann, f est intégrable sur [0,+∞[ et don
 I 
onverge.Partie II - 
al
ul de I : première méthode1. Notons h : (x, t) 7→ e−x2(1+t2)

1 + t2
. Pour tout x ∈ [0,+∞[, t 7→ h(x, t) est 
ontinue (par mor
eaux) sur le segment

[0, 1] don
 G est bien dé�nie sur [0,+∞[.On utilise le théorème de dérivation sous le signe intégrale :
• Pour tout t ∈ [0, 1], x 7→ h(x, t) est de 
lasse C1 sur [0,+∞[ et ∂h

∂x
(x, t) = −2xe−x2(1+t2) ;

• Pour tout x ∈ [0,+∞[, t 7→ h(x, t) est intégrable et t 7→ ∂h

∂x
(x, t) est 
ontinue (par mor
eaux) sur [0, 1] ;

• HD lo
ale : soit a > 0. ∀x ∈ [0, a], ∀t ∈ [0, 1],

∣
∣
∣
∣

∂h

∂x
(x, t)

∣
∣
∣
∣
6 2a qui est intégrable sur le segment [0, 1].On en déduit queG est de 
lasse C1 sur [0, a] et don
 aussi sur ⋃

a>0

[0, a] = [0,+∞[ et queG′(x) = −2x

∫ 1

0

e−x2(1+t2) dt2. a. H est de 
lasse C1 sur [0,+∞[ et H ′(x) = 2F (x)F ′(x) +G′(x) = 2e−x2

∫ x

0

e−t2 dt− 2x

∫ 1

0

e−x2(1+t2) dtE�e
tuons le 
hangement de variable t = xu dans la première intégrale :
2F (x)F ′(x) = 2e−x2

∫ 1

0

e−x2u2

x du = 2x

∫ 1

0

e−x2−x2u2

du = −G′(x).Don
 H ′(x) = 0 et H est 
onstante sur l'intervalle [0,+∞[.b. Pour x = 0, H(0) = 0 +

∫ 1

0

dt

1 + t2
=

π

4
.3. a. ∀(x, t) ∈ [0,+∞× [0, 1],−x2(1 + t2) 6 −x2 et 1 + t2 > 1 don
 0 6

e−x2(1+t2)

1 + t2
6 e−x2 .On en déduit que 0 6 G(x) 6

∫ 1

0

e−x2

dt = e−x2 .
lim

x→+∞
e−x2

= 0 don
, ave
 le théorème des gendarmes, lim
x→+∞

G(x) = 0.b. F (x)
F (x)>0
=

√

F 2(x) =

√
π

4
−G(x) −→

x→+∞

√
π

2
don
 I =

√
π

2
.4. F est 
roissante sur [0,+∞[, F ′(0) = 1, F (0) = 0 et lim

x→+∞
F (x) =

√
π

4
.
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Partie III - 
al
ul de I : deuxième méthode1. Ave
 le passage en polaires, le domaine devient le pavé : ∆(R) =
{

0 6 r 6 R, 0 6 θ 6
π

2

}.
J(R) =

∫ π

2

0

dθ ·
∫ R

0

re−r2 dr =
π

2
·
[

− 1

2
e−r2

]R

0
=

π

4

(
1− e−R2)2. K(R) =

∫ R

0

e−x2

dx ·
∫ R

0

e−y2

dy =
(
F (R)

)2.3. a. .
On 
onstate que D(R) ⊂ Γ(R) ⊂ D(

√
2R).b. On utilise la positivité de l'intégrale et l'additivité des supports. On note φ(x, y) = e−(x2+y2)

> 0 :
∫∫

D(R)

φ(x, y) dx dy 6

∫∫

D(R)

φ(x, y) dx dy +

∫∫

Γ(R)\D(R)

φ(x, y) dx dy =

∫∫

Γ(R)

φ(x, y) dx dy 6

∫∫

Γ(R)

φ(x, y) dx dy +

∫∫

D(
√
2R)\Γ(R)

φ(x, y) dx dy =

∫∫

D(
√
2R)

φ(x, y) dx dyoù l'on retrouve bien les inégalités demandées.4. D'après III.1., lim
R→+∞

J(R) = lim
R→+∞

J(
√
2R) =

π

4
. On en déduit ave
 les inégalités pré
édentes et le théorèmedes gendarmes que lim

R→+∞
K(R) =

π

4
.5. D'après III.2., F (R) =

√

K(R) don
 I = lim
R→+∞

F (R) =

√
π

2
.Partie IV - développements en séries entières1. a. ∀u ∈ R, eu =

+∞∑

n=0

un

n!
.b. On en déduit que ∀u ∈ R, e−u2

=

+∞∑

n=0

(−1)nu2n

n!
.2. a. D'après le théorème d'intégration des séries entières, F est développable en série entière de même rayon que

f et son développement s'obtient en intégrant terme à terme 
elui de f .b. F (x) = F (0)
︸︷︷︸

=0

+

+∞∑

n=0

(−1)nx2n+1

n!(2n+ 1)
.3. a. ∀x ∈]−R,R[, 2xy = 2

+∞∑

n=1

an−1x
n. D'après le théorème de dérivation des séries entières,

∀x ∈]−R,R[, y′(x) =
+∞∑

n=1

nanx
n−1 =

+∞∑

n=0

(n+ 1)an+1x
n et don


∀x ∈]−R,R[, y′ − 2xy = a1 +
+∞∑

n=1

(
(n+ 1)an+1 − 2an−1

)
xnOn en déduit, ave
 le théorème d'uni
ité des 
oe�
ients d'un DSE, que{ a1 = 1

∀n > 1, (n+ 1)an+1 − 2an−1 = 0
.b. Ave
 l'hypothèse a0 = 0, on déduit par ré
urren
e que ∀n ∈ N, a2n = 0.Ré
urren
e en
ore : ∀n ∈ N, a2n+1 =

2

2n+ 1

2

2n− 1
. . .

2

1
=

2n.(2n)(2n− 2) . . . 2

(2n+ 1)(2n)(2n− 1)(2n− 2) . . . 2.1
=

22nn!
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. D'après 
e qui pré
ède, la somme de la série entière ∑ 22nn!

(2n+ 1)!
x2n+1 est solution de (E) et, puisque sonterme 
onstant est nul, elle s'annule en 0.Rayon de 
onvergen
e : ∣∣∣

∣

un+1

un

∣
∣
∣
∣
=

22n+2(n+ 1)! |x|2n+3

(2n+ 3)!

(2n+ 1)!

22nn! |x|2n+1 =
4(n+ 1)

(2n+ 3)(2n+ 2)
|x|2 −→

n→+∞
0.On en déduit ave
 la règle de d'Alembert que la série 
onverge pour tout x ∈ R et don
 que son rayon

R = +∞.d. g est solution de (E) sur [0,+∞[ en e�et : g′(x) = 2xg(x) + ex2

f(x) = 2xg(x) + 1.D'autre part, g(0) = e0f(0) = 0.
g et y sont don
 solutions du même problème de Cau
hy. D'après le théorème de Cau
hy-Lips
hitz, ellessont égales.
g est don
 développable en série entière, de rayon +∞ et ∀x ∈ R, g(x) =

+∞∑

n=0

22nn!

(2n+ 1)!
x2n+1
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