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CONCOURS CENTRALE-SUPELEC 2021
Epreuve de mathématiques II, PSI, quatre heures
(corrigé)

Autour des fonctions hypergéométriques
I - Suites et séries hypergéométriques

Si (Up)nen est une suite géométrique a valeurs réelles, alors il existe a € R tel que : ¥n € N,
Upt1 = QUy. Ainsi (U )pen vérifie la définition d’une suite hypergéométrique avec P = a et Q = 1.
Pour tout n € N, sin+ 1 > p alors on a :

(n - 1) (n+1)! (n+ 1)n! n+1 (n)

p ) B B p

pln+1—-p)! plln+1-p)n—p)! n+l-p

donc : Vn > p—1, (n+1—p) (”;1) = (n+1) (Z) Sin < p— 1 alors on peut montrer que

chaque membre de cette égalité est nul, donc le résultat reste valable. On en déduit que la suite
(Un)nen = ((Z)) o vérifie : Vn € N, (n 4+ 1)u, = (n + 1 — p)uy4q. 1l suffit de poser P = X + 1 et
) = X + 1 — p pour reconnaitre la relation de récurrence d’une suite hypergéométrique.

Soit E l'espace vectoriel des suites (uy,)nen une suite vérifiant (I.1) avec P = X(X — 1)(X —2) et
Q = X(X —2). Soit (un)neny € E. Apres simplification, la relation de récurrence (I.1) équivaut a :

Vn e N\ {0,2}, upp1 = (n—1)u,.

(Attention a bien considérer n ¢ {0,2} au moment de diviser par n(n — 2), pour que ce terme soit

non nul ; pour n € {0, 2}, la relation de récurrence donne 0 = 0). De cette relation on déduit d’abord
n—2

us = 0 (prendre n = 1), et ensuite, par une récurrence facile : Vn > 3, u,, = ( 1 k) ug = (n—2)lus.
k=2

Pour résumer, une suite réelle (u,)nen appartient a E si et seulement si :
up =0, et: VYn=3 u,=(n—2)us.

On note qu’il n’y a pas de contrainte sur la valeur de wug, u;, et us, et que ces trois termes suffisent a
déterminer entierement u,, pour tout n € N, ce qui semble indiquer qu’il s’agit d’un espace vectoriel
de dimension 3. Formalisons. Pour tout 7 € N, si 'on note e; = (€;n),,cy l2 suite définie par :

1 sii=n,
vnen, ei’"_{() sii #n,

et I' = (I'y),cy la suite définie par :

0 sin € {0,1,2},

Vn € N, F":{ (n—2)! sin >3,

alors la description explicite donnée ci-dessus des suites de £ montre qu’une suite réelle u = (uy, )nen
appartient a E si et seulement si :
U=1uUy- €+ u-e;+us-I.

On en déduit d’une part que E est un espace vectoriel engendré par ey, ey, I', et d’autre part
qu'une base de E est (eg,e1,1") : pour montrer qu’elle est libre, il suffit d’évaluer une relation de
dépendance linéaire entre eg, e; et ' en n =0, n = 1 et n = 3, pour constater la nullité de tous les
scalaires. En résumé :

E = Vectg ((eo,e1,1)), et: dim(E)=3.

1
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Q4.

Q5.

Q6.

Montrons que u,, = 0 pour tout entier n > ng + 1, par récurrence sur n.

Pour l'initialisation, posons n = ny dans la relation de récurrence (I.1). On a alors : P(ng)u,, =
Q(no)tny+1. Le membre de gauche est nul car P(nyg) = 0 par hypothese de 1’énoncé, et comme
Q(no) # 0 on en déduit : Uy, = 0. D’ou Uinitialisation.

A présent, soit n > ng—+1 tel que u, = 0. La relation de récurrence (I.1) donne P(n)u, = Q(n)ty1.
Or u,, = 0 par hypothese de récurrence, donc Q(n)u,,1 = 0. Or Q(n) # 0 par hypothese de ’énoncé
(onan>=ng+1>=ng), donc u, 1 = 0. D’ou 'hérédité de la proposition.

Par récurrence, on en déduit que u,, = 0 pour tout entier n > ng + 1.

11 - Extension de la factorielle

+00
Il s’agit de justifier que pour tout x € R, 'intégrale / t*“te~'dt converge. Pour tout (z,t) €
0

R x]0, 4o00], posons :
fz,t) =e 't 1, (1)

Soit # € R%. L’application ¢ — f(x,t) est continue sur ]0,4o0[ en tant que produit d’exponen-
tielles : étudions son intégrabilité au voisinage de 0 et +00. Comme la fonction est positive, on
peut procéder par relations de comparaison.

Au voisinage de 400 on a : f(x,t) = t*"te7t = 0 (t%), car d’apres le théoreme des croissances
—+00
comparées : tligl t*Hle=t =0.0rt t% est intégrable sur [1, +00[ en tant que fonction de Riemann
—>+00
d’exposant 2 > 1, donc par comparaison t — f(x,t) 'est également.

Au voisinage de O on a : f(z,t) = tx_le_ttwo "1 = L, qui est intégrable sur ]0,1] si et seulement
%

si1—x < 1 (en tant que fonction de Riemann), si et seulement si > 0. On en déduit, par
comparaison, que t — f(x,t) est intégrable sur ]0,1] si et seulement si z > 0 : c¢’est vrai par
hypothese.

“+o0o
Ainsi t — f(x,t) est intégrable sur |0, 400, ce qui prouve que l'intégrale I'(z) = / t* e tdt

0
converge. Ainsi I' est définie sur R?.

Reprenons la notation f introduite dans la question précédente (équation (1)). Pour tout x € R¥,
I'application ¢ — f(x,t) est CONTINUE, positive et non identiquement nulle sur |0, 4+o00], donc
+

[(z) = / f(x,t)dt > 0 par propriété de séparation de I'intégrale.
0

Justifions a présent que I' est continue sur R, grace au théoreme de continuité des intégrales a

parametres. L’application f est manifestement continue sur , donc continue sur R * par rap-
ctres. L'applicati t manifestement conti R* )2, d ti R,

port & chaque variable. De plus, pour tout segment [a,b] C R* , et pour tout (z,t) € [a,b]x]0, +00],

on a .

trlemt sit>1, .
|f(z, )] < { et sit<l (HYPOTHESE DE DOMINATION)

L’application :
¢: |0,400[ — R
PN { trle™t sit>1,
tolet sit <1,

manifestement continue (par morceaux) sur |0, +oo[, est intégrable sur |0, +o00| : en effet, au voisi-
nage de 0 on a : p(t) = f(a,t), et au voisinage de +o00 on a : p(t) = f(b,t); or nous avons justifié
Iintégrabilité sur ]0,4o0[ de t — f(x,t) dans la question précédente pour tout x € R’ , donc en
particulier pour x = a et x = b; d’ou l'intégrabilité de . L’hypothése de domination est bien
vérifiée.

Ainsi, d’apres le théoreme de continuité des intégrales a parametres, application I' est continue
sur tout segment de |0, +oo], donc sur |0, +oo[ : d’ou le résultat.
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+oo
Q7. Soit z € RY. Intégrons par parties l'intégrale I'(x + 1) = /0 t*e'dt, en intégrant 'application

Q8.

t — et (qui est continue sur |0, 4o0c[, de primitive ¢t — —e™*) et en dérivant Papplication ¢ — t*
(qui est de classe C! sur ]0, +-o00[, de dérivée t — xt*~1).

Comme nous avons ici une intégrale impropre, nous devons préalablement vérifier que le terme
[t®(—e™")]§> est correctement défini; c’est le cas, puisque : tliin t*(—e~") = 0 d’apres le théoréme
—+00
des croissances comparées, et : lir% t*(—e™") =0 car > 0.
—

Ainsi la formule de l'intégration par parties est valable, et on a :
“+oo +oo 1 “+o0o 1
/ tre tdt = [t*(—e )] + / t" ettt = 2 / t" e tdt,
0 0 0

c’est-a-dire : I'(z + 1) = 2T'(z), ce qu’il fallait démontrer.
Démontrons 1'égalité : Vn € N\ {0}, I'(n) = (n — 1), par récurrence sur n € N\ {0}.
Pour n=1,on a:

(1) = /0+oo eldt =[] T =0 (-1 =1,

or 0! =1, donc I'(1) = 0!'; d’ou linitialisation.

A présent, soit n € N\ {0} tel qu'on ait : T'(n) = (n — 1)!. D’aprés la question précédente, on a :
I'(n+1) =nl'(n). Or I'(n) = (n—1)! par hypotheése de récurrence, donc : I'(n+1) = n(n—1)! = nl,
d’ou I'égalité au rang n + 1.

Ayant démontré I'initialisation et I’hérédité, par principe de récurrence 1’égalité est vraie pour tout
entier n € N'\ {0}.

IIT - Fonctions hypergéométriques

III.A — Symbole de Pochhammer

Qo.

Q 10.

Q11.

Soit @ un entier négatif ou nul. Si 'on pose ¢ = —a € N, alors a + ¢ = 0, donc pour tout entier
n—1 n—1

nzl+1lona:fal,=TIl(a+k)=(a+0)x [[(a+k)=0(ona0<l¢<n— 1 par définition de

k=0

kA0

¢ et hypothese sur n, donc a + ¢ apparait bien dans ce produit). D’ou le résultat.

Soit n € N. Si n = 0 alors par définition du symbole de Pochhammer on a : ala + 1]y = a =

0
[T(a+k)=]a];. Sin > 1, alors :

k=0
n—1 ' =k1] n (n+1)-1
ala+ 1, =a]]la+1+k) " = [Te+k)= ][ (a+kK)=lalm,
k=0 k=1 kK'=0

d’ou le résultat.

Soit a € D. En réitérant la relation (II.1), on a facilement :

n—1

I'(a+n)= kl:[ (a+ Kk)I'(a) = [a].]'(a) (2)

(pour n = 0 c’est trivialement vrai du fait que [a]o = 1 par définition). Il reste a diviser par I'(a)
pour en déduire l'expression de [a],, désirée. Pour cela, encore faut-il justifier que I'(a) # 0 : pour
a > 0 c’est une conséquence de la question Q 6; pour a négatif mais non entier, on écrit (2) avec
n suffisamment grand pour que a +n > 0 (par exemple n = |1 — a], mais il n’est pas utile de
I'expliciter), de sorte que : [a],I'(a) = T'(a +n) > 0. Ceci impose I'(a) # 0.
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Apres division par I'(a) dans (2), on a donc :

F(a+n)‘

Va € D, |a],= o)

Si, de plus, on suppose que a € N\ {0}, alors I'(a +n) = (a+n — 1)l et I'(a) = (a — 1)! d’apres la
question Q 8, donc :
F(a+n) (a+n-—1)
Va € N\ {0 n= = :

I11.B — Fonction hypergéométrique de Gauss

Q12. Si ¢ € D, alors ¢ n’est pas un entier négatif c’est-a-dire : Vk € N, ¢ # —k. On en déduit que

¢+ k # 0 pour tout k € N, et donc [¢],, = n]_[ (a + k) # 0 pour tout entier n > 1. Pour n =0, on a
k=0

directement [c]o = 1 # 0. La division par [c],, est donc licite et [a][ }[b]” est correctement défini pour

tout n € N.

Q13. Posons : Vn € N, u,, = % La série entiere 3 2" est hypergéométrique si et seulement si la
n n>0

suite (%’,‘) N l'est. Or on a clairement :
/ne

VneN, VL eR, [l|s1=L+n)[{],, (3)

et :VneN, (n+1)! = (n+ 1)n!, donc :

Upt1 (a+n)(b+n)u,

N = —. 4
ek, (n+1)!  (c+n)(n+1)n! )
Ainsi la suite (%)%N vérifie (I.1) avec P = (a + X)(b+ X) et Q = (¢ + X)(X + 1), donc elle est

hypergéométrique, et par suite la série 3° “=z" l'est également.
n=0

Remarque. La relation (3) démontre que pour tout £ € R, la suite ([¢],),, oy est hypergéométrique.
Q 14. Soit (a,b,¢) € R2x D. On pose P = (a+ X)(b+ X) et Q = (c+ X)(X +1). Soit (v,,)nen une suite
hypergéométrique associée aux polynémes P et ). Elle vérifie donc, apres division par Q(n) # 0
(qui est bien non nul pour tout n € N si ¢ n’est pas un entier négatif ou nul) :
P b
VneN, v, = 7(71)1) = (a+n)(b+n)

Q)" " ern)n+1)"

Par récurrence, on obtient alors :

vn e N\ {0}, v, =2 e v=
k]_[(c+k)kl_[(k+1) n
=0 =0

égalité qui reste valable pour n = 0. On en déduit que toute suite hypergéométrique associée a

P et ) est proportionnelle a la suite (%) . la réciproque étant vraie d’apres la question

précédente. Or cette suite n’est jamais nulle, vu que son terme d’indice 0 est égal a 1. L’ensemble

de ces suites est donc une droite vectorielle engendrée par ([‘El]"[l;g,“) oy autrement dit, c’est un
nTt: n

espace vectoriel de dimension 1 dont une base est ((W) o)
Q 15. Posons a nouveau u,, = % pour tout n € N. Si a ou b est un entier négatif ou nul, alors u, =0

pour tout n suffisamment grand d’apres la question Q 9, et dans ce cas le rayon de convergence de

la série }° “2x" est trivialement infini.
n=>0
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Q 16.

Q17.

Q18.

Supposons a présent que a et b ne sont pas des entiers négatifs ou nuls. Alors u, # 0 pour tout
n € N, et en divisant par “+ dans (4) on a, pour tout = # 0 et tout n au voisinage de +o00 :

Un+1 .ZU n+1 2

et (a+n)(b+n) n

e |~ ]~z — a2l
o] xT (C + n) (n —+ 1) n—+o0o N n—+4o0 n——4o00

Donc, d’apres la regle de D’Alembert :

— pour tout x € R* tel que |z| < 1, la série > “22™ converge absolument ;

nz

— pour tout x € R* tel que |z| > 1, la série Z 4nx™ diverge (grossierement).

On en déduit que le rayon de convergence de la série > “nx™ est ¢gal a 1 si a et b ne sont pas des
n=0

entiers négatifs ou nuls.

On pose encore une fois u, = % pour tout n € N. L’application F, ;. est une somme de série

entiere de rayon de convergence supérieur ou égal a 1, donc elle est de classe C* (et de classe C! en
particulier) sur son intervalle ouvert de convergence, qui contient au moins | — 1, 1], et est dérivable
terme a terme. On en déduit :

/ = Un n—1 = Un n—1 X Un+1 n
Vo el =L F() :;H'm :Emm :n; al v
Or d’apres la question Q 10 on a, pour tout n € N :
S [a]ns1 (bl abla+1],[b+ 1],
n+1 — - )
" [ c e+,
donc : ;
a
Fé be — ?Fa+1,b+l,c+1'
On a déja justifié que F, ;. est de classe C* sur | — 1,1[. On réitere la relation entre fonctions
hypergéométriques obtenue a la question précédente, et on obtient :
n—1 n—1
w _ TR IR . [t).
VneN \ {O}> Fa,b,c == Fa+n,b+n,c+n = [C] Fa+n,b+n,c+n-
I (c+ k) n
k=0

Soit €] — 1,1[. On a bien 3 € D, donc Fy s est définie sur | = 1,1] d’apres les questions
précédentes. On a :

5 RESS % n[l]n 2\ 7 = n % n[l]” n
F%J,% (—x ) nzo[{;}n' (—$ ) :nz:o(_l) [B}}n'[t .

Or [1], = n! pour tout n € N (conséquence immédiate de la définition, ou de la question Q 11),
et :

Hn [Q:w}}{%}n_lgl 1 _ 1
0 e[ 2oy mer

On remarque que ’égalité reste valable pour n = 0. Alors, pour x # 0 :

Vn € N\ {0},

13X (- 1)”m2" 1% (=1)"2?*t  arctan(z)
Fros(—a?) =-S5 21 _
%J%( x) QZO on +1 nz_‘; 2n+1 x ’
_ _[3],me
tandis que pour z =0 on a : F1, s (0) = H9— =1

PREED)

20!

5
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“+oo
Q 19. On sait que pour tout z €] —1,1[, on a : In(1 +z) = Y (—1)"%2—. Par conséquent, si I’on note g
n=0

n+1
la fonction de 1’énoncé, alors :

() =X onl (=) = 1], (—2)"
Vo €] —1,1], g(x):Z(Jr)l:Z_‘;)nJrl(n!) :z_%n[lil(n!)

n=0 n

Pour faire apparaitre deux autres symboles de Pochhammer, on note que d’apres (3) et la question
Q10 on a:

donc en reprenant 1’égalité ci-dessus :

Ve el - 1,1, g(z) =)

d’ou le résultat.

Q 20. Le coefficient d’indice n € N de F,, _n (1) est [a] [[} Nn et d’apres la question Q9 on a [-N], =0
pour tout entier n > N + 1 (car —N est un entier négatif ou nul). Ainsi F, _y.(1) est une série
avec un nombre fini de termes non nuls : elle converge évidemment. Comme tous ses termes sont

nuls au-dela de 'indice n > N + 1, on a :

aNc g: N]

|
n—0 cnn

Or, d’apres le résultat admis dans I’'énoncé, on a :

I(c—a+N) TIfe) [Q11] [c —a|n
I'(c—a) T(c+ N) [y

Fa,—N,c(l) - (5>
(Notons qu'’il n’y a pas de probléme de définition : on a ¢ € D et ¢ —a € D donc I'(c) et I'(c — a)
existent, comme ce fut admis dans I’énoncé ; de plus il est facile de vérifier que c+ N € D sic € D,
donc il en est de méme pour I'(c + N), puis pour I'(c — a + N)).

[“][T;][;ﬁ}". Pour cela, il

N
Pour en déduire le résultat demandé, simplifions la somme F, _y.(1) = 3

suffit de montrer que pour tout n € [0, N], on a : [_g]” =(=1)" (]T\[) Or, par définition du symbole

de Pochhammer, on a =0 — 1 = (—1)0(](\)[), et pour tout n € [1, N :

0!

n—1 n—1 n—1 N
" [k'=N—Fk] n
[N = [I(=N+k) =1 ((-1)- N=k)=(=D)"[[N=-FK) " =" (D" [ ¥
k=0 k=0 k=0 K'=N—(n—1)
N
N N [T #
et comme : I1 F= 1 K= = ( ),, on en déduit :
k'=N—(n-1) kE'=N—-—n+1 H k'
A4 1, N N " ok 6
ne[l,N], [- ]n—(—>m> (6)
puis : Vn € 1, N], [_ni,}” = (—1)”(]\[#:),”, = (—1)"<JZ) (relation aussi valable pour n = 0). Finale-
ment : N
N\ [al, ) [c —a]n
Fo-ne(1) = —1)" = s
)= 2 ()

d’ou le résultat.
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Q 21.

Q 22.

Aveca=—-uetc=v—N+1l,ona:c—a=u+v—N+1.0r N<uet N<wv,doncec>1et
c—a>1, ce dont on déduit ¢ € D et ¢ —a € D (ce sont méme des entiers naturels non nuls). On
est donc dans le cadre de la question précédente. On a :

= n ) lcln [N
ou encore : NN\ [~ul, utv—N+1y
nz::o(—l) <n>[v_N+1]n_ v—N+1ly

Simplifions tous ces symboles. Tout d’abord, comme v — N + 1 et u+ v — N + 1 sont des entiers
naturels non nuls d’apres ce qui précede, la question Q 10 nous permet d’écrire :
(v—N+n)!

VHEN, [’U—N—i-l]n:—’ [U+U_N+1]n:

(u+v—N+n)!
(v—N)! '

(u+v—N)!

De plus, en reprenant la relation (6) démontrée dans la question précédente (en remplacant N par
w; on a bien n < N < u donc on peut 'appliquer), on a :

Vn e [0.N], [=ul = (1" sy

Par conséquent, 1’égalité ci-dessus devient :

i(—l)"c\[)(—l)”( ul(v — N)! _ (utv)(v—N)!

n u—n)l(v—N+n)!  (ut+v— N’

n=0

Simplifions d’abord (v — N)! et les puissances de —1. On obtient :

NN u! ~ (w+o)! NI (utw)! _ Nfu+wo
%(n)(u—n)!(v—]\f—l—n)! C(ut+v—N)W! ! (udv— NN v!( N )

En multipliant par ]’\’,—', cette égalité, on a le membre de droite espéré :

;!1 i (JZ) (u— n)!(:!— N+n) (u;v>

n=0

Il reste a simplifier le membre de gauche, afin de reconnaitre la somme de ’énoncé. Or, pour tout
entier n € [0, N], on a :

vl (N u! ! N! u!
N'\n)(u—n)l(v—N+n)  NI(N-n)n!(u—n)(v—N-+n)

(N — n)!(:)]!— N +n)! (u _u:l)!n! - (NU— n> (Z)

2050

Le nombre ( ~ ) donne le nombre de parties a N éléments d’un ensemble A & u + v éléments.
On note que pour construire une telle partie, on peut d’abord fizer une partition de A en deux
sous-ensembles disjoints By et By qui ont respectivement u et v éléments. Ensuite, pour construire
une partie B C A a N éléments :

On en déduit :

ce qu’il fallait démontrer.
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— on décrete combien d’éléments de B sont dans By, et on appelle k € [0, N] cet entier (il y a
donc N — k éléments de B dans By);

— on choisit k éléments parmi les u éléments de By (il y a (Z) fagons de les choisir), et N — k
éléments parmi les v éléments de By (il y a ( N k) choix possibles).
Par principe multiplicatif, a k fixé, il y a (Z) ( Nﬁk) parties B C A a N éléments, dont £ éléments
sont dans B;. Par principe additif, il y a donc ;ZV:O (Z) (N”_k) parties B C A a N éléments. Or,
comme on I’a rappelé, ce nombre de parties est au;si (“;\L,”), d’ou l'identité de Vandermonde.
III.C — Fonction hypergéométrique confluente
Q 23. Soit Y w,x™ une série entiere de rayon de convergence R non nul, dont on note S la somme. Alors

n>0
S est de classe C™ et dérivable terme a terme sur | — R, R[. On a :

+o00
Ve €] — R,R[, S'(x Z nu,z" ', 5" (x) = > n(n — u,a" >

n=2

On en déduit que S vérifie (II1.1) sur | — R, R| si et seulement si :

Vo€l — R R, 25"(z)+ (c—x)S'(x) — aS(z) =

“+00 +o0 400 +oo
<—Vz €] — R, R, Z n(n — Dupa™ ! + Z cnu, "t — Z nu,x" — Z au,r" =
n=2 n=1
+oo +oo +oo
<—=Vz €] — R, R, Z(n + Dnupz™ + Z c(n+ Dupyqz” Z nu,x" — Z au,z” =0
n=0 n=0 =0
+oo
<—Vzx €] - R, R|, Z ((n 4+ Dnupyr + c(n+ Dupy — nuy, — auy,) 2™ =0,
n=0

si et seulement si, par unicité des coefficients d’une fonction développable en série entiere en 0O :
VneN, ((n+1n+cn+1))u — (n+a)u, =0.
Cette relation de récurrence se réécrit :
VneN, (c+n)(n+ Dup = (a+n)u,. (7)

On reconnait une relation de récurrence hypergéométrique, associée aux polynémes P = X + a et
Q=X+c)(X+1).

Déterminons les suites (u,)nen Vérifiant cette relation. Comme ¢ € D on a n + ¢ # 0 pour tout
entier naturel n, donc la relation (7) peut se réécrire :

a+n
N il = -
VneN, Uy (c+n)(n+1)u (8)
Par récurrence, on obtient :
Tl (a+ k) a

VneN, up,=-— h=0 — Uy = "'

[I(c+k) I (k+1) [cln!

k=0 k=0

Réciproquement, toute suite de cette forme vérifie bien la relation de récurrence (7), ¢’est immédiat
grice a (3).



Mathématiques IT PSI Centrale-Supélec 2021, corrigé

Q24.

Q 25.

[a n
cnn!

Pour s’assurer que cela définit une solution x — g Z " de (II1.1) qui soit développable en

série entiere en 0, encore faut-il s’assurer que c’est une série entiere de rayon de convergence non
nul. Or, si a est un entier négatif ou nul, alors [a],, = 0 pour tout n > 1 — a (d’apres la question

+o00
Q9), donc = — uy 3 [c[?};;' x™ est la somme d’une série entiére de rayon de convergence infini (et
n=0 """

dans ce cas cette application est polynomiale). Si a € D, alors [a],, # 0 pour tout n € N, et pour
tout n au voisinage de l'infini et tout x # 0 on a :

[a]n n+1
Bl @ atn 0 o el g
[C[]a}:“xn (c+n)(n+1) n—+oo N2 n—+oo 1, n—+oo ’

Pour tout x € R*, les quotients des termes successifs tendent vers une limite strictement infé-

la]n

rieure a 1, donc d’apres la regle de D’Alembert la série Z o “wx" converge absolument (et donc

Uy Y. [C] n,x aussi). On en déduit que c’est une série entlere de rayon de convergence infini dans
n>0 I

tous les cas, et comme son terme général vérifie (7) on en déduit que sa somme vérifie (I11.1),
d’apres les équivalences démontrées ci-dessus.

En conclusion, nous avons démontré que toute fonction développable en série entiere, et solution
de (II1.1), est de la forme :

n

$HUO§)[[CCL]]:Z

avec ug € R. L’ensemble des solutions de (III.1) développables en série entiere en 0 est donc une

la]n 2™

droite vectorielle, engendrée par I'application z — Z dn o que I’énoncé note M, .

IV - Les polynémes de Laguerre

Soit x € R. On trouve par un calcul sans mystere :

! (2% -4z +2), Lg(x):é<—x3+9x2—18m+6).

Lo(x) =1, Li(x)=—-x+1, Ls(z)= 5

Posons : Vx € R, f(z) = e™*, gu(x) = 2". Alors : ®,, = f X g,, et d’apres la formule de dérivation
de Leibniz : .
VreR, @M(z) =3 (Z)f““)(x)g%""“) (2).
k=0
Une récurrence triviale montre qu’on a : Vk € N, Vo € R, f®)(2) = (=1)¥e". Pour les dérivées de
Jn, 0N a :

VeeN, Ve eR, ¢¥W@)=nn—-1)---(n—(+1)az""= gt

Donc, en posant £ = n — k, on peut simplifier <I>$L") :
n " (n _n!
Ve eR, oW(z)=>" (k) (—1Fe Exk
Or:Vz € R, L,(z) = 50 (z). On en déduit :

VeeR, L,(x)= zn: (Z) (_kl') z*,

k=0

n
ce qui démontre & la fois que L, est polynomiale de degré n, et que L,(x) = 3 ¢, x2"* pour tout

x € R silon pose : Vk € [0,n], cpp = (Z) (—k1!)k_
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Q 26.

Q27.

Q 28.

Q 29.

Soit x € R. On a :
®™ () = nle L, (z)

et donc, apres dérivation de cette égalité :
d" Y (z2) = —nle L, (z) + nle "L’ (z) = nle™ (L' (z) — Ln(z)) .

Soit x € R. On remarque qu'on a : ®,,(z) = 2" e ™ =z - 2" % = x- ®,(x). En utilisant encore
la formule de dérivation de Leibniz pour dériver n + 1 fois le membre de droite de cette égalité, on
obtient :

o (@) = (n 0 )W% () + (n 1 )‘I’% (@) = 27 (@) + (0 + DI (@),

parce que les dérivées de x — x sont nulles au-dela de 'ordre 2. Or, d’apres la question précédente :

CIDSLTEI)(x) = (n+ e ®Lyi(x), ) (2) = nle ™ (L (z) — Lo(z)) et & (x) = nle L, (z). En
injectant ces égalités ci-dessus, et en simplifiant les factorielles et exponentielles, on obtient :

(n+ 1) Ly () = (L () = Ln(2)) + (n+ 1) Ln(z) = (n + 1 — 2) Lo () + 2L, (z),

d’ou le résultat demandé apres division par n + 1 # 0.

Soit z € R. Notons d’abord qu’on a :
P (z) = —e 2" + (n+ 1)e "a" = =Dy (x) + (n+ 1), ().
En dérivant n + 1 fois cette égalité, on obtient :
P +2) Y (n+1) _ gt Dpr+D
@) = (Ph) (@) = =00 (@) + (n+ DO (@),

On peut exprimer ces différentes dérivées a l'aide de L,, et L, 1, grace a la question Q 26. On
obtient, apres simplification des exponentielles :

(n+ D! (L1 (@) = Loja (@) = =(n 4+ D! Lnya () + (0 + Dnl (L, (x) = La(2)) .

Ou encore : L] (x) — Lpy1(x) = —Lyq1 + Ly (x) — Ly(x), d’ou le résultat apres simplification.
Soit x € R. En dérivant I'identité de la question Q 27, on a :

Lia0) =~ L) + (1= =) I0) + — = L) + —— L)
1 1 / 14
:_n+1Ln()+<1+n+1)L<> n+1L()

Mais on a aussi, d’apres la question précédente : L] (x) = L (x) — Ln(x). En confrontant ces
deux expressions de L, ., (x), on obtient :

1

L1 () = Lo(a) = ——— Lu(a) + (

) L@+

L//
n+1 n(7)-

n—l—l

Regroupons les termes en L, (z) et L! (x), et multiplions par n + 1 cette équation. On obtient :
0=mn+1-1)Ly(x)+ (1 —2)L (z)+xL!(x),

ou encore : zL!(z) + (1 — z)L] () + nL,(z) = 0, ce qu’il fallait démontrer.

10
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Q 30. D’apres la question précédente, L,, est solution de (III.1) avec a = —n et ¢ = 1 € D. C’est de plus

une application développable en série entiere, en tant qu’application polynomiale. Donc, d’apres la
question Q 23, il existe o € R tel que : L,, = aM_,, ;. On détermine la valeur de o en comparant
leurs valeurs en 0. Ona M_,,1(0) = 1, et d’apres la question Q25 ona: L,(0) = ¢, = (g) (701!)0 = 1.
Par conséquent, I'égalité L, = aM_,,; donne 1 = o quand on 1'évalue en 0.

En conclusion, on a L,, = M_,, 1, ce qui prouve que L,, est une fonction hypergéométrique confluente.

V - Loi hypergéométrique

V.A — Premiers résultats

Q31.

Q 32.

Pour que la définition de I’énoncé soit bien celle d'une loi de probabilité, nous devons vérifier que :
— pour tout k € [0,n], ona P(X =k) > 0;

— ona iP(X:k):
k=0

La premiere propriété est évidemment vérifiée, car les coefficients binomiaux sont des entiers na-
turels. Pour la seconde, on utilise I'identité de Vandermonde, démontrée a la question Q21 (et
dont I’énoncé nous assure qu’elle reste valable pour des entiers naturels moins contraignants), avec
u=pA, v=gA et N =n. On obtient :

S0OL7) - ()

et comme p + ¢ = 1 d’apreés 'hypotheése de I'énoncé, le membre de droite est égal a (‘3) Ainsi,

diviser cette égalité par (‘2) donne :

2": () () _ 1

n
c’est-a-dire : Y- P(X = k) = 1, ce qu’on voulait démontrer.
k=0
On en déduit qu’on a bien défini une loi de probabilité.

L’espérance de X existe bien, car c¢’est une variable aléatoire a support fini. On a :

v g0 B G E ()

Or, comme le rappelle I’énoncé, on a : Vk € [1,n], k(p]?) = A(p;_*ll). Donc :

DS BE )

n

| M

En réutilisant la formule de Vandermonde démontrée dans la question Q 21, mais cette fois-ci avec
u=pA—1l,v=qAet N=n—1,o0na:

”f pA—1 gA \  [A-1
o\ K n—k—-1/ \n—-1)
On en déduit : B(X) = 24 (A 1) Or, toujours grace a la formule dans ’énoncé, on a : (ﬁ) = %(A’l)

- @) -1

(du moins, si n # 0; mais si n = 0, on n’a aucune peine & montrer que E(X) = 0 directement).

Donc, en conclusion :
pA A—-1
n \n—1

11
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qA pA
Q 33. 1l est utile de remarquer que 1'égalité P(X = k) = (”gzg’“) reste valable si & > n : les deux

membres de cette égalité sont nuls dans ce cas.
Montrons que la suite (P(X = k)), oy est hypergéométrique. On a :

pA
k+ 1) T pA— R E )LD pA—RK A —k— Dk + 1)

_ (pA XpA—k
Kk k+17

w0 = (" wa-n,

cette écriture étant aussi valable si k ¢ [0,pA — 1], y compris si k est un entier négatif (chaque
membre de cette égalité est alors nul), ce qui permet de la réutiliser avec flexibilité ci-dessous.

(pA)! (pA)! (pA — k)IE!

VEk € [0,pA — 1], <

ou encore :

En effet, en reprenant ce calcul, ou ’'on remplace pA par gA, et k par n—k—1, on trouve : Vk € N,

(n — k)(ank) = (n_q]?_l)(qA — (n—k —1)), qu'on réarrange légérement :

vk € N, (qA—n+k+1)<n_(<Jl;4+1)> :(n—k)<ank>.

Ainsi, en combinant ces deux égalités, on obtient pour tout k € N :

(gA—=n+k+1)(, 02 e+ 1) ()
()
() (%)
= (n—k)(pA — k)~
®

= (n—k)(pA - k)P(X = k),

(k+1)(gA—n+k+)P(X =k+1) =

donc la suite (P(X = k)), oy vérifie (I.1) avec P = (X —n)(X —pA) et Q = (X +1)(X +gA—n+1).
En particulier, elle vérifie la relation de récurrence de la question Q 14, avec : a = —pA, b = —n,
¢ =qA—n+1, donc d’apres cette méme question (et celle qui précede) on en déduit d’'une part :

[—pAlx[—nli
[qA —n+ 1]].;/{'

—pAl -l (%)

PX =k) = [aA —n+ 11 (4)

P(X =0) =

n

pour tout k € Nsi gA—n+1 € D (autrement, 1'égalité n’est valable que pour les entiers k inférieurs
ou égaux a —(qA —n+ 1)), et d’autre part, si I'on note G x la fonction génératrice de X :

~+00 (qf)
\V/t € [_17 1], GX(t) = ZP(X - ]’C)tk = TF—pA,—n,qA—n-i-l(t)‘
()
V.B — Modélisation

Q 34. La variable aléatoire Z compte le nombre de succes (obtenir une boule blanche) dans une succession
de n épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme parametre % = p (puisque les tirages sont
équiprobables et avec remise). On en déduit que Z suit une loi binomiale de parametres n et p. On
sait que dans ce cas, on a :

E(Z) =np, V(Z) =np(1 —p).

12
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Q 35.

Tout d’abord, il est clair que Y (2) C [0,pA] (ou [0,¢A], ou [0,n]). Ensuite, comme les tirages
sont équiprobables, on a :

card(Y = k)

vk EY(Q), P =k)=—"50

L’univers est 1’ensemble des parties a n éléments de [1, A] (chaque partie correspondant & une
fagon de tirer n boules dans I'urne qui contient A boules), donc card(Q) = (’2) Pour expliciter le
numérateur, on note que (Y = k) se réalise si et seulement si, dans ce n tirage de n boules, on
obtient k£ boules blanches et n — k boules noires. En reprenant le raisonnement combinatoire de la
question Q 22 (avec A l’ensemble des boules dans 1'urne, B; I'ensemble des boules blanches et By
I’ensemble des boules noires), on en déduit : Vk € Y(Q), card(Y = k) = (p ,;4 ) (ank) Ainsi on trouve
bien :

VEeY(Q), P(Y =k)= (p’“)(g’)‘q’“)

c’est-a-dire : Y < H(n,p, A).

V.C — Calcul de la variance

Q 36.

Q37.

pA pA

On a immédiatement : Y = > Y;. Par linéarité de l'espérance, on a donc : E(Y) = ¥ E(Y;). Or
i=1 i=1

les Y; suivent une loi de Bernoulli de parametre % ; en effet, si i € [1,pA] alors on a évidemment

Yi(©) = {0,1}, et on note que pour réaliser (¥; = 0) il faut et il suffit de tirer n boules parmi les
A-1

" ) fagons d’avoir un tel résultat de tirage. Les tirages

A — 1 différentes de la numéro 7 : il y a (
étant équiprobables :

S oo IO ) JO = B
0 ) a

d’apres la formule de Pascal : (‘2) = (Ail) + (Agl), et la formule : n(A) = A(Ail), déja évoquée

3

n—1 n n—1
dans la question Q32. Alors : P(Y; = 1) = 1 —P(Y; = 0) = %. On connait 'espérance d’une
variable suivant une loi de Bernoulli, et on en déduit : Vi € [1,pA], E(Y;) = %. Ensuite :
M n2A n
EV) =S 2 =S = s pA=mp.
(Y) ; 1= 1 ; 1 X pA=mnp

On remarque qu'on a : E(Y) = E(Z).

Soit (7,7) € N? tel que < i < j < pA. La variable aléatoire Y;Y; est a valeurs dans {0, 1}, donc
elle suit une loi de Bernoulli. Déterminons son parametre en calculant P(Y;Y; = 1). L’évenement
(Y;Y; = 1) se réalise si et seulement si ¥; = 1 et Y; = 1, si et seulement si les boules numérotées i et

7 sont toutes les deux parmi les n boules tirées. Il y a (g) (‘3:5) = (2‘:5) tels tirages (le coefficient

binomial (‘::3) correspond au nombre de fagons possibles de choisir les n — 2 autres boules). Les
tirages étant équiprobables :

n—2

P(YLYJ = 1) = ((A)>

Or, en réitérant une formule déja invoquée dans la question précédente :
A\ AA-1)[A-2
n) nn-1)\n-2)

13
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Q 38.

donc :
n(n —1)

AA—1)

A priori la formule ci-dessus nécessite de considérer n > 2; mais si n < 2, alors on tire strictement
moins de deux boules, et donc I'évenement (V;Y; = 1) = (YZ =1Y = 1) est impossible, de sorte
que : P(Y;Y; = 1) = 0. Or le membre de droite de I’égalité obtenue est aussi nul pour n < 2, donc
I’égalité est en vérité valable pour tout n € N. A priori on a également un probleme si A = 0 ou
A =1, mais dans ce cas il n’existe pas (i, j) € N? tel que 1 < i < j < A, donc cette question ne se
pose méme pas.

P(YiY; = 1) =

, , P , . . . N -1
En résumé, nous avons démontré que Y;Y; suit une loi de Bernoulli de parametre Zgz_l)).

pA
Comme Y = ZlYi, on a :
1=

:v(fxfi):fvmm S Cov(Ya)).

1<i<j<pA

Comme les Y; suivent une loi de Bernoulli de parametre %, on a : Vi € [1,pA], V(Y;) = 5 (1 — %)
Par conséquent :

v =4 (1= ) xpas2 ¥ Covviy)).

1<i<j<pA

Soit (7,7) € N2 tel que : 1 <7 < j < pA. On sait qu'on a, d’apres la relation de Huygens :
Cov(Y, Y;) = E(VY;) — B(Y)E(Y;).

Comme on l'a vu précédemment : E(Y;) = E(Y;) = 4. Comme Y;Y; suit une loi de Bernoulli de

paramétre = )) on a de méme : E(Y;Y;) = n(n—1) Donc

A(A-1 AA-T)
~ n(n—1) n2_n n—1 n
Cov(¥ioYs) = Za—1) () =4G=1)

Nous pouvons conclure en calculant la variance de Y :

V(Y):Z(1—Z)pA+2Z (;‘1:1—3) > o

1<i<j<pA

-3 [(1- e (it Bt

Pour calculer Y. 1, je note qu’il y a <p2A> = % facons de choisir 7 et 7 vérifiant 1 <17 <
1<i<j<pA

Jj < pA (c’est le choix de deux éléments distincts parmi pA).

On simplifie cette expression, pour obtenir :

=l (34 2)er-r
— np [Zu((n—l)f“—”“_l))fﬁ:ll)]
:Zf[ —n)—i—(n—A)pj__ll}
:npA;n{l—pj__ll} - A;nA—lj;_(pfl—l)_

14
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Or: A—1-(pA—1)

= A(1 — p). On arrive au terme des calculs :

A—n A(l-p)
Y) =
c’est-a-dire : A
—-n
V(Y) = 1—p)- )
(V) =np(l =p)-

On remarque qu’on a : V(Y)

observe aussi que quand A — 400, on a

V(2)-

Par anticipation sur la derniere question du sujet, on
A—

n —> 1, donc la variance de Y tend vers la variance

A-1 A—+o00
de Z.
V.D — Résultats asymptotiques
Q 39. Rappelons qu'on a : P(X = k) = (p’“z([)?k) Alors :
A\ ( gA
() _ Ay (qA) nl(A ~ n)
(12) (pA — E)E! (qA — (n — k))/(n — k)! Al
B n! (pA)! (qA)! (A—n)!
C (n—k)k (pA—EK) (¢gA—(n—k)) Al
Or : (pA)!
pA): _ T - k
pA— g PARA— D pA = (k= 1) o~ (04)
A A)! n—k A—n)!
De méme (qA(q(n) o 4 (qA)" ™", et : % e —=- Donc :
o n! n—k 1 n k n—k
BX =) A e ()
Or:q=1—p. On en déduit : AlirJrrl P(X =k)= (Z)pk(l —p)" k.

La question précédente nous fait démontrer que la loi binomiale de parametres n et p est une

approximation de la loi hypergéométrique de parametres n, p et A lorsque A — +o00. On a par

Q 40.
ailleurs :
i STREX =8 =3 i KE(X

(en vérité, pour l'espérance, un passage
E(X) = E(Z) si X — H(n,p,A)). Par

kSO KP(Z = )

k=0

— E(Z)

=Sl

a la limite n’est pas nécessaire, nous l’avons vu : on a
un calcul analogue, quand A — 400 la variance d’une

variable aléatoire suivant une loi hypergéométrique de parametres n, p et A tend vers la variance
de Z, c’est-a-dire np(1 — p). C’est en adéquation avec ce que nous avions constaté dans la question

Q 38.
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