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MATHeMTlQUES i f  
(2 pages dactylcgraphibct) 

N.B.1. Le candidot pourro rBsoudre 10 srcnnde portie ovont la prem18re. b condition 

N.B.2. On fera des conventions telles qus toutes les courbures qui interviennent 
d'odmettre les rbsultots fournis par l'bnonc6 de celle-ci. 

soient positives. 

Dons tout le problhe. or1 se donne un espace offine euclidien oriente ,f de 
dimension 3, un point fixe O _ d e _ t +  et, b partir de la seconde portie, un repbre 

i, i ,  k )  de . 

continhent d6rivoble d'un tntervolle ouvert non vide 

orthonormol direct fixe ( O ;  

Questions preliminoires 

Soit v une opplicotion 
1 de IR dons tl? , telle que : 

cp ( x  Y x  e 1 

P . I .  Montrer que si en un po 
i l  existe E > O  tel que : 

t x  € I n 1  x ,  - E  , X e  + c c r'(x) = 1 .  

P.2. En d6duire que l'on est dans l'un des deux cos suivonts : 

- ou bien O est I'opplicotion null; de I dons IR; - ou bien i i  existe un rQol A tel que : 

v x  c 1 'PP(x) = x + A  

PREMIER€ PARTIE 
On appelle 'arc l'. tout arc orient6 de odmettont un porom6troge por l'obs- 

cirse curviligne, s-M (SI. qui soit une opplicotion indbfiniment dbrivoble d'un 

intervollo~uvert non vide I de IR dons 2 tell.quel( 
1 et que - ne pronne pas Io voleur O. 

d; gorde 10 voleur constonte 

d 2M 
ds 

On soit que, dons ces conditions, on peut d6finir sur 1 les applications 
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repbre de Frenet ( M  ; T, N, B I ,  courbure c et torsion y de r , et que c ne prend 
pos 10 voleur O. 

1.1. Pour tout orc I' , montrer l'bquivalence des propri6t6s : 

positlve ; -rl 3 -  

1) La dlstonce de 0 10 tangente en M d r est une constonte strictement 

i i t  L'opplicotion (@I l2  - g ~ . .  r12 est une constonte strictement positive. 

Montrer que si un arc r possdde 10 propribtb 1 1 ,  olors : 

- ou bien 1'opplicationOM. T est nulle (ce que l'on interprhtero) t 

- ou bien 1'opplicotionOM. N est Tulle. 

1.2. On considere un arc r possedont la propriete . 

- -  - -  

i i i )  L'opplicotionOM. N est nulle. 

Montrer que f possede les propri6tBs 1 )  et 11). 

Soit O lo,distonce constonte de 0 oux tongentes b J' . Montrer que, moyennont Bven- 
tuellement un chongement de l'orientation de l' etlau l'oddition d'une constonte 
3 l'abscisse curviligne, on O (les (golitCs d'opplicotionr de 1 dons A )  : 

G.GlB0 j G . ? t r ;  -. \ c *  O Y  = O  ( ' 1  
dB - 
;T; = 7 N, et dovont Etro romplac60 par ( 1 0  troisidmo volant ovoc 10 convention 

w - O Y a O r i  le condldot odopto = -yf?, CO qu'il dovro olors montionnor sur 
5 0  Copi.). 

dB 

1.3. On conriddro un orc I' possddont 10 propriCt6 Iii), et l'on supposo quo 1'ori.n- 
totion et l'abscisse curviligne s ont 6t6 choisios de foçon quo les formulos ( ' 1  
soient volobler. 

On note H (11 10 projection orthogonole do O sur 10 tongonto a r en M ( s ) ,  et 
C l'arc poram6tr6 poc a H H ( s ) ,  que l'on orient. de foçon quo I'obscisso curvillgno 
S I  do H soit uno fonctlon croirronto de a .  



- - 
1.3.1. VCrifier :OH = O 8 .  

oblir que C odmet ou point H ( s ) ,  s * O ,  un repere de Frenet ( H ( s )  ;TI ( 5 1 ,  4 ( S I  , 3, ( S I )  
e courbure c ,  ( 5 )  et une torsionYl(s). Donner des expressions des fonctions 

- ,  i l ,  NI, 6 1 ,  cl et Y 1 foisont intervenir O, s, 7 ,  A, 8 ,  c et y(On notera 
dS1 - - - 
d. 

I s I =  c s ) .  - 
Verifier que Y Y ~ I I O M I I '  est une constonte. 

Dons le cos de O 6 1, montrer que H ( O )  
Dreciser 10 demi-tongente de rebroussement. 

1.3 .2 .  Montrer que le centre de courbure W ( s  

de H ( s )  sur 10 droite_ qui contient O et ' M ( s )  

est un point de rebroussement de C et 

de C en H ( s ) ,  defini por 

T,[s),est Io projection orthogonole 

DEUXIWE PARTIE 
Le temps t decrivont IR, on Btudie le mouvement ponctuel [dons ) t-rM [t) 

d6fini par : %  (t) = (t) + cht 

où ü"(t) = 7 cost + j 

Soit Tlo trojectoire de M, orientee dons le sens des t croissants, ovec M (0) 
pour origine des obscisses curvilignes. 

2 .1 .1 )  Determiner l'obscisse curviligne s(tl, I +  rephre de Frenet g ( t )  = ( M  (t) ;f(t), 
G t ) ,  B(t) 1 ,  Io courbure c ( t ) ,  10 tcrsion y ( t )  d e r  '3u point de pororndtre t. 

- 
sint. On note V (t) = -7 sint + 7 cost. 

- 
A titre de vbrificotion, montrer = + Ü &y 

2 . 1 . 2 )  Verifier que l'orc rpossPde les propri6tCs i l .  i i )  et iii) de 10 premibre 
portie (on pr6cisero 10 constonte O ) ,  et que les formules ( O '  de 1.2. sont volobles. 

2.2. Expliciter OH et OW en fonction de t (nototions (le 1.;). 

tocstruire sur une même figure les trojectoires des proje:tions orthog&oles 
4' et W '  de H et \Y S1Jr le plon rephrb por ( O ;  7,  7 )  ; on montrer0 qu'une 
symktrie permet de se limiter 6 t > / O  ; on pdcisera les pcints H ' ( 0 )  et W'(0)  
oinsi que les tangentes en ces points ; Dn donner0 des voleurs opproch6es des 
-9ordonnees dcns le repPre ( 0 :  Ü (t!, J (t) de H'  (t) et de W' (t) successive- 

ment pour t = 3 , 
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t = 5 et t = I . 
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TRCISIEME PARTIE 
On reprend le mouvement ponctvel t H M  (t! 6tudi6 dons 10 seconde portie 

dont on conserve les nototions (t Ibcrit R tout entier). 

3.1. Le rephre 

lirect T =  )M ; T, N, Ë 1  d'un soiidc I en mouvement por ropport b l. 
r $(t) de (Pest 10 position 6 l'instont t d'un rephre orthonormol 
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Obterminer le vecteur rotntion Zift!, l'axe ,A(%! et 15 vecteur glissement - 
J (t), 6 l'instont t dons le mouve.ment Zlk . On dkterminero les coordonn6es 
dons le rephre $(t) de ; (t), de J' ( t l  et de Io projection orthogonole O (t) de 
M(t) sur A(t). 

VCrifier : ;(t) = - ' G (t). 
cht 

3 . 2 .  On designe ?or A t  
dons E .  Puond t decrit R, 
rCpr6sentotion porombtrique dons le rophre q d e  Z. 

!.bntrer BCB', cù 8' est un saus-ensemble de Z qui admet, d o n s s  , un. 6quotlon 
f (X, Y ,  Z) = O, dons laquelle 6 est un polynôme de degr6 3 ; p r 6 c i s e r g a  . 
'bntrer Qu'il existe un rep&re g'de 2' dons lequel 8' admet une 6quotlon de 10 

! O  droite i16e b Z qui occupe b l'instont t 10 pOSitlOn A(t) 
A t  engendre une nappe r6glBe B d o n t  on donnoro une 

forme : Y '  (x.2 + 2 . 2 )  5 pL(X.2 - 2 ' 2 ) .  .... 
o. 

O 


