
Page 1 sur 8Corrigé de l'épreuve de MATHEMATIQUES 2, 
on
ours 
ommun polyte
hnique TSI 2004Durée : 3 heuresPartie A1. y′′ = 0 ⇔ ∃a, b ∈ R, ∀x ∈ R, y = ax + b. Don
 :
F ∈ S0 ⇔

{

∃a, b ∈ R, ∀x ∈ R, F (x) = ax + b
F (0) = F (π) = 0

⇔ F = 0. D'où :
S0 = {0}2.a. y′′ + ω2y = 0 ⇔ ∃a, b ∈ R, ∀x ∈ R, y = a cos(ωx) + b sin(ωx). Don
 :

F ∈ S0 ⇔

{

∃a, b ∈ R, ∀x ∈ R, F (x) = a cos(ωx) + b sin(ωx)
F (0) = F (π) = 0

. Or :
F (0) = F (π) = 0 ⇔ a = 0 et b sin(ωπ) = 0. 2 
as :
→ ω ∈ N

∗ : on a alors :
S0 =

{

R → R

x → b sin(ωx)
/b ∈ R

}

→ ω /∈ N
∗ et F (0) = F (π) = 0 ⇔ a = 0 et b = 0 et :

S0 = {0}b. y′′ − ω2y = 0 ⇔ ∃a, b ∈ R, ∀x ∈ R, y = a.
h(ωx) + b.sh(ωx). Don
 :
F ∈ S0 ⇔

{

∃a, b ∈ R, ∀x ∈ R, F (x) = a.
h(ωx) + b.sh(ωx)
F (0) = F (π) = 0

. Or :
F (0) = F (π) = 0 ⇔ a = 0 et b.sh(ωπ) = 0

⇔ a = 0 et b = 0D'où :
S0 = {0}3.a. y′′ = cos(nx) ⇔ ∃a, b ∈ R, ∀x ∈ R, y = −

cos(nx)

n2
+ ax + b. Don
 :

F ∈ S0 ⇔

{

∃a, b ∈ R, ∀x ∈ R, F (x) = −
cos(nx)

n2
+ ax + b

F (0) = F (π) = 0
. Or :

F (0) = F (π) = 0 ⇔ b =
1

n2
et (−1)n+1

n2
+ aπ + b = 0

⇔ b =
1

n2
et a =

(−1)n − 1

πn2
.D'où :

S0 =

{

R → R

x → −
cos(nx)

n2
+

(−1)n − 1

πn2
x +

1

n2

}

b. y′′ = sin(nx) ⇔ ∃a, b ∈ R, ∀x ∈ R, y = −
sin(nx)

n2
+ ax + b. Don
 :

F ∈ S0 ⇔

{

∃a, b ∈ R, ∀x ∈ R, F (x) = −
sin(nx)

n2
+ ax + b

F (0) = F (π) = 0
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F (0) = F (π) = 0 ⇔ b = 0 et aπ = 0

⇔ b = a = 0.D'où :
S0 =

{

R → R

x → −
sin(nx)

n2

}

4. y′′ = f(x) ⇔ ∃a ∈ R, ∀x ∈ R, y′ =

∫ x

0

f(t)dt + a

⇔ ∃a, b ∈ R, ∀x ∈ R, y =

∫ x

0

(
∫ u

0

f(t)dt

)

du + ax + b.Don
 :
F ∈ S0 ⇔







∃a, b ∈ R, ∀x ∈ R, F (x) =

∫ x

0

(∫ u

0

f(t)dt

)

du + ax + b

F (0) = F (π) = 0
.Or :

F (0) = F (π) = 0 ⇔ b = 0 et ∫ π

0

(
∫ u

0

f(t)dt

)

du + aπ = 0

⇔ b = 0 et a = −

∫ π

0

(
∫ u

0

f(t)dt

)

du

π
. D'où :

S0 =















F1 : R → R

x →

∫ x

0

(
∫ u

0

f(t)dt

)

du −

∫ π

0

(
∫ u

0

f(t)dt

)

du

π
x













5.a. ∀f ∈ C0(R, R), ϕ(f) = F1 ∈ D2(R, R) ⊂ C0(R, R) (
ar F1 est solution d'une équationdi�érentielle du se
ond ordre dé�nie sur R)En outre, l'intégrale étant linéaire, ∀α, β ∈ R, ∀f, g ∈ C0(R, R), ϕ(αf + βg) = αϕ(f) + βϕ(g) ;D'où :
ϕ ∈ L

(

C0(R, R)
)b. Soit f ∈ C0(R, R).

ϕ(f) = 0 ⇔ ∀x ∈ R,

∫ x

0

(∫ u

0

f(t)dt

)

du −

∫ π

0

(
∫ u

0

f(t)dt

)

du

π
x = 0

⇒ ∀x ∈ R,

∫ x

0

f(t)dt −

∫ π

0

(
∫ u

0

f(t)dt

)

du

π
= 0 (en dérivant par rapport à x)

⇒ ∀x ∈ R, f(x) = 0 (en dérivant une se
onde fois)Don
, Ker (ϕ) = {0} et :
ϕ est inje
tifSoit g : R → R

x → 1
∀f ∈ C0(R, R), ϕ(f)(0) = ϕ(f)(π) = 0. Or g(0) = g(π) = 1, don
 ϕ(f) 6= g.Or g est 
ontinue sur R. Don
 :

ϕ n'est pas surje
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. Soit f ve
teur propre de ϕ. Alors {

∃λ ∈ R
∗, ϕ(f) = λf

f 6= 0
. (En e�et, 0 n'est pas valeurpropre puisque ϕ est inje
tif). D'où :

∀x ∈ R,

∫ x

0

(
∫ u

0

f(t)dt

)

du −

∫ π

0

(
∫ u

0

f(t)dt

)

du

π
x = λf(x) 
e qui montre que f est 2 foisdérivable sur R (f =

1

λ
ϕ(f)). En dérivant 2 fois, on obtient :

∀x ∈ R, f(x) = λf ′′(x). D'où 2 
as :
→ si λ est négatif, on peut poser ω =

√

1

−λ
et f est solution de y′′ + ω2y = 0, 
e qui donne :

∀x ∈ R, f(x) = a cos(ωx) + b sin(ωx) et :
ϕ(f)(x) = −

a

ω2
cos(ωx) −

b

ω2
sin(ωx) +

f(π) − a

πω2
x +

a

ω2

= −
1

ω2
f(x) +

f(π) − a

πω2
x +

a

ω2
.D'où f ve
teur propre si :

(a, b) 6= (0, 0), ∀x ∈ R,
f(π) − a

πω2
x +

a

ω2
= 0 ⇔

{

a = 0, b 6= 0
sin(ωπ) = 0

⇔

{

a = 0, b 6= 0
ω ∈ N

∗

→ si λ > 0, on peut poser ω =

√

1

λ
et f est solution de y′′ − ω2y = 0, 
e qui donne :

∀x ∈ R, f(x) = a
h(ωx) + bsh(ωx) et :
ϕ(f)(x) =

a

ω2

h(ωx) +

b

ω2
sh(ωx) +

−f(π) + a

πω2
x −

a

ω2

=
1

ω2
f(x) +

−f(π) + a

πω2
x −

a

ω2
.D'où f ve
teur propre si :

(a, b) 6= (0, 0), ∀x ∈ R,
−f(π) + a

πω2
x −

a

ω2
= 0 ⇔

{

a = 0, b 6= 0sh(ωπ) = 0

e qui est impossible.J'ai montré que :� les valeurs propres de ϕ sont les − 1

n2
pour n ∈ N

∗� les ve
teurs propres de ϕ asso
iés à −
1

n2
sont les appli
ations f : R → R

x → b sin(nx)
où b 6= 0.Partie B1.a. ∀x ∈ R, p(−x) =

∣

∣

∣

∣

sin

(

−x

2

)∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣
− sin

(x

2

)∣

∣

∣
=

∣

∣

∣
sin

(x

2

)∣

∣

∣
= p(x) et

p(x + 2π) =
∣

∣

∣
sin

(x

2
+ π

)∣

∣

∣
=

∣

∣

∣
− sin

(x

2

)∣

∣

∣
=

∣

∣

∣
sin

(x

2

)∣

∣

∣
= p(x). Don
 :

p est paire et 2π− périodique
p est 
omposée de fon
tions 
ontinues sur leur ensemble de dé�nition, don
 :

p ∈ C0(R, R)
{

p est 2π − périodique
p|[0,2π] : x → sin

(x

2

) est de 
lasse C1 sur [0, 2π]
, don
 :

p est de 
lasse C1 par mor
eaux� Pierre BRON � Ly
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Representation graphique de p

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

–2 2 4 6 8x
. p est 2π− périodique, 
ontinue sur R et C1 par mor
eaux. D'où :la série de Fourier de p a un sens et 
onverge pour tout x ∈ R vers p(x).d. a0(p) =
1

π

∫ π

0

sin
(x

2

)

dx

=
−2

π

[

cos
(x

2

)]π

0

=
2

πComme p est paire, ∀n ∈ N
∗, bn(p) = 0 et :

an(p) =
2

π

∫ π

0

sin
(x

2

)

cos(nx)dx

=
1

π

∫ π

0

(

sin

((

n +
1

2

)

x

)

− sin

((

n −
1

2

)

x

))

dx

=
1

π









− cos

((

n +
1

2

)

x

)

n +
1

2

+

cos

((

n −
1

2

)

x

)

n −
1

2









π

0

=
1

π







1

n +
1

2

−
1

n −
1

2







=
−4

π (4n2 − 1)
.D'après, la question 
., on obtient :

∀x ∈ R, p(x) =
2

π
−

4

π

+∞
∑

n=1

cos(nx)

4n2 − 12.a. La formule de Parseval indique que :
X a0(g)2 +

∑

n≥1

an(g)2 + bn(g)2

2

onverge

X
1

2π

∫

[2π]

g2(x)dx = a0(g)2 +
+∞
∑

n=1

an(g)2 + bn(g)2
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Page 5 sur 8où a0(g) désigne la valeur moyenne de g.b. Appliquons 
ette formule à p.
a0(p)2 +

∑

n≥1

an(p)2 + bn(p)2

2
=

4

π2
+

8

π2

∑

n≥1

1

(4n2 − 1)2
et :

1

2π

∫

[2π]

p2(x)dx =
1

π

∫ π

0

sin2
(x

2

)

dx

=
1

2π

∫ π

0

(1 − cos(x))dx

=
1

2
.D'où :

4

π2
+

8

π2

+∞
∑

n=1

1

(4n2 − 1)2
=

1

2
⇒

2

π
+

4

π

+∞
∑

n=1

1

(4n2 − 1)2
=

π

4Partie C1. y′′ + y = 0 ⇔ ∃a, b ∈ R, ∀x ∈ R, y = a cos(x) + b sin(x).L'ensemble des solutions 2 fois dérivables de R dans R, solutions de y′′ + y = 0, est :
{

R → R

x → a cos(x) + b sin(x)
/a, b ∈ R

}

2.a. ∀x ∈ R, h(x)

∫ x

0

f(t)(sin(x) cos(t) − sin(t) cos(x))dt

= sin(x)

∫ x

0

f(t) cos(t)dt − cos(x)

∫ x

0

f(t) sin(t)dt.Don
 :
∀x ∈ R, h(x) = sin(x)

∫ x

0

f(t) cos(t)dt − cos(x)

∫ x

0

f(t) sin(t)dtb. Comme f est 
ontinue sur R, x →

∫ x

0

f(t) cos(t)dt et x →

∫ x

0

f(t) sin(t)dt sont dérivablessur R (primitives d'une fon
tion 
ontinue) et ont pour dérivées respe
tives x → f(x) cos(x) et
x → f(x) sin(x). Comme sin et cos sont C∞ sur R, h est dérivable sur R.On a alors : ∀x ∈ R,

h′(x) = sin(x)f(x) cos(x) + cos(x)

∫ x

0

f(t) cos(t)dt− cos(x)f(x) sin(x) + sin(x)

∫ x

0

f(t) sin(t)dt.D'où :
∀x ∈ R, h′(x) = cos(x)

∫ x

0

f(t) cos(t)dt + sin(x)

∫ x

0

f(t) sin(t)dtDe même, h′ est dérivable sur R et ∀x ∈ R, h′′(x) = f(x) cos2(x) − sin(x)

∫ x

0

f(t) cos(t)dt +

f(x) sin2(x) + cos(x)

∫ x

0

f(t) sin(t)dt. D'où :
∀x ∈ R, h′′(x) = f(x) − sin(x)

∫ x

0

f(t) cos(t)dt + cos(x)

∫ x

0

f(t) sin(t)dt� Pierre BRON � Ly
ée Chaptal � 22000 St Brieu
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. L'égalité pré
édente s'é
rit aussi :
∀x ∈ R, h′′(x) = f(x) − h(x) ⇔ h′′(x) + h(x) = f(x). Don
 :

h est une solution parti
ulière de (E1)3. (E1) étant une équation linéaire, ses solutions sont de la forme h + g où g est une solutionquel
onque de y′′ + y = 0, 
'est à dire de la forme :
R → R

x → h(x) + a cos(x) + b sin(x)
où a et b sont des réels quel
onques.4.a. En substituant 2x à x dans la formule de B.1.d., on obtient :

∀x ∈ R, | sin(x)| =
2

π
−

4

π

+∞
∑

n=1

cos(2nx)

4n2 − 1b. ∫ x

0

cos(2nt) sin(x − t)dt =
1

2

∫ x

0

(sin((2n − 1)t + x) − sin((2n + 1)t − x)) dt

=
1

2

[

− cos((2n − 1)t + x)

2n − 1
+

cos((2n + 1)t − x)

2n + 1

]x

0

=
1

2

(

− cos(2nx)

2n − 1
+

cos(2nx)

2n + 1
+

cos(x)

2n − 1
−

cos(x)

2n + 1

)

=

(

1

2(2n − 1)
−

1

2(2n + 1)

)

(cos(x) − cos(2nx))

=
1

4n2 − 1
(cos(x) − cos(2nx)). D'où :

∀x ∈ R, ∀n ∈ N,

∫ x

0

cos(2nt) sin(x − t)dt =
cos(x) − cos(2nx)

4n2 − 1
. On sait que ∀t ∈ R, | sin(t)| =
2

π
−

4

π

+∞
∑

n=1

cos(2nt)

4n2 − 1
⇒

∀t ∈ R, | sin(t)| sin(x − t) =
2 sin(x − t)

π
−

4

π

+∞
∑

n=1

cos(2nt) sin(x − t)

4n2 − 1
⇒

∀x ∈ R,

∫ x

0

| sin(t)| sin(x−t)dt =

∫ x

0

2 sin(x − t)

π
dt−

4

π

+∞
∑

n=1

∫ x

0

cos(2nt) sin(x − t)

4n2 − 1
dt (puisqu'onpeut intervertir somme et intégrale)On obtient :

∀x ∈ R, h(x) =

[

2 cos(x − t)

π

]x

0

−
4

π

+∞
∑

n=1

cos(x) − cos(2nx)

(4n2 − 1)2
⇒

∀x ∈ R, h(x) =
2

π
(1 − cos(x)) +

4

π

+∞
∑

n=1

cos(2nx) − cos(x)

(4n2 − 1)2d. D'après la question pré
édente,
∀x ∈ R, h(x) =

2

π
(1 − cos(x)) +

4

π

+∞
∑

n=1

cos(2nx)

(4n2 − 1)2
−

4 cos(x)

π

+∞
∑

n=1

1

(4n2 − 1)2
etd'après B.2.b., 4

π

+∞
∑

n=1

1

(4n2 − 1)2
=

π

4
−

2

π
. D'où :

∀x ∈ R, h(x) =
2

π
(1 − cos(x)) +

4

π

+∞
∑

n=1

cos(2nx)

(4n2 − 1)2
− cos(x)

(

π

4
−

2

π

) 
e qui montre :m04pt2
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∀x ∈ R, h(x) =

2

π
−

π

4
cos(x) +

4

π

+∞
∑

n=1

cos(2nx)

(4n2 − 1)2e. h(0) =

∫ 0

0

f(t) sin(−t)dt = 0

h(π) =
2

π
−

π

4
cos(π) +

4

π

+∞
∑

n=1

cos(2nπ)

(4n2 − 1)2

=
2

π
+

π

4
+

4

π

+∞
∑

n=1

1

(4n2 − 1)2

=
2

π
+

π

4
+

π

4
−

2

π
(d'après B.2.b.). Don
 :

h(0) = 0 et h(π) =
π

2f. On a vu qu'une solution de (E1) s'é
rit F : R → R

x → h(x) + a cos(x) + b sin(x)
où a et b ∈ R.Don
 :

S =

{

R → R

x → h(x) + a cos(x) + b sin(x)
/a, b ∈ R

}On a alors F (0) = F (π) = 0 ⇔ h(0) + a = 0 et h(π) − a = 0

⇔ a = 0 et a =
π

2
et :

S0 = ∅Partie D1. Si l'on pose t = ln(x). L'on a ∀t ∈ R, z(t) = y(et) et z est une fon
tion 2 fois dérivable sur
R. On a alors :

∀x ∈ R
+∗, y′(x) =

1

x
z′(t) et y′′(x) = −

1

x2
z′(t) +

1

x2
z′′(t)2. D'où y solution de (F ) ⇔ ∀t ∈ R, x2

(

−
1

x2
z′(t) +

1

x2
z′′(t)

)

+ x

(

1

x
z′(t)

)

+ z(t) = 0

⇔ ∀t ∈ R, −z′(t) + z′′(t) + z′(t) + z(t) = 0
⇔ ∀t ∈ R, z′′(t) + z(t) = 0. Don
 :
z est solution de z′′ + z = 0 (H)3. z solution de (H) ⇔ ∃a, b ∈ R, ∀t ∈ R, z(t) = a cos(t) + b sin(t)

⇔ ∃a, b ∈ R, ∀x ∈ R
+∗, y(x) = a cos(ln(x)) + b sin(ln(x)).D'où l'ensemble des solutions de (F ) :

{

R
+∗ → R

x → a cos(ln(x)) + b sin(ln(x))
/a, b ∈ R

}

4. {

y solution de (F )
y(1) = 0, y′(1) = 1

}

⇔

{

∃a, b ∈ R, ∀x ∈ R
+∗, y(x) = a cos(ln(x)) + b sin(ln(x))

a = 0, b = 1
ar ∀x ∈ R
+∗, y′(x) =

−a sin(ln(x)) + b cos(ln(x))

x
. D'où :� Pierre BRON � Ly
ée Chaptal � 22000 St Brieu
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Page 8 sur 8l'unique solution du système donné est R
+∗ → R

x → sin(ln(x))
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