Corrigé de I'épreuve de MATHEMATIQUES 2, concours commun polytechnique TSI 2004

Durée : 3 heures

Partie A

1.4y" =0« 3da,b e R, Vz € R, y = ax + b. Donc :
Ja,beR, Vx e R, F(z) =ax+b
F &5 ‘:){ F(0) = F(r) =0
< F=0.Dou:

So = {0}

2.a.y" +wy=0% Ja,b €R, Vo € R, y = acos(wz) + bsin(wx). Donc :
Jda,b € R, Vx € R, F(z) = acos(wz) + bsin(wz) Or :
F0)=F(r)=0 s
F(0)=F(r) =0« a=0 et bsin(wr) = 0. 2 cas :
— w € N* : on a alors :

FGS()<:>{

R—-R
SO:{ x — bsin(wz) /bER}

—wé¢Net F(0O)=F(n)=0<a=0etb=0et:

So = {O}

b. y' —w*y =0« Ja,b € R, Vz € R, y = a.ch(wz) + b.sh(wz). Donc :

Jda,b € R, Yz € R, F(z) = a.ch(wz) + b.sh(wz) _
FGSO(:){F(O):F(w):O . Or:
F(0)=F(r)=0 < a=0et bsh(wr)=0

Sa=0etb=0
D’ou :
So = {0}
" cos(nx)
3.a. y" =cos(nr) & Ja,b€R, Vz €R, y=———7— +ax +b. Donc :
n
cos(nx)
Fes, o da,b e R, Vx € R, F(z) = — +aw+b.0r:
F(0)=F(r)=0
1 (=~
F0)=F(r)=0 &©b=— et +ar+b=0
n n
1 (—1)" -1
Sb=—eta=—>"——.
n? ™m?
D’ou :
R—R
So = —1H)" -1 1
0 x—>—COS(;m>+( )2 T+ —
n ™ n
. sin(nx)
b. y" =sin(nr) & Ja,b €R, Vz € R, y = ———— +ar +b. Donc :
n
sin(nx)
FGS()@{ JabeR, Vo eR, Flz)= -2 var+b
F(0) = F(r) =0

— Pierre BRON — Lycée Chaptal — 22000 St Brieuc — m04pt2ca.tex



FO)=F(r)=0 ©b=0etar=0
Sb=a=0.

R—R
So = sin(nx)
r— —

n2

4. y' = f(z) & JaeR, VzeR, y’:/ f)dt+a
0

< Ja,b € R, VxER,y:/ (/ f(t)dt)du+&x+b.
0 0

Donec :

Fes o Jda,b € R, Vx € R, F(x):/ox(/ouf(t)dt)du+&x+b.
F(0)=F(r)=0

F0)= F(r) =0 < b=0et /Oﬂ(/ouf(t)dt)dqumr:O

/OW (/Ouf(t)dt) du

Sb=0eta=— - . D’ou :
Fi:R—R
x—>/0 (/0 f(t)dt)du/o /OW x

5.a. Vf € CO(R,R), ¢(f) = F1 € D*(R,R) C C*R,R) (car Fy est solution d’une équation
différentielle du second ordre définie sur R)

En outre, 'intégrale étant linéaire, Vo, 8 € R, Vf, g € CO(R,R), o(af + Bg) = ap(f)+ Be(g);
D’ou :

¢ € L(C°(R,R))

b. Soit f € C°(R,R).

S —0 eveek /O (/Ouf(t)dt) o /O” (/O“f(t)dt) dux .

™

([ 700}

= Vr € R, /xf(t)dt— 0

0 T
= Vz € R, f(x) =0 (en dérivant une seconde fois)
Donc, Ker (¢) = {0} et :

= 0 (en dérivant par rapport a x)

Soit g: R—R Vf € COR,R), o(f)(0) = w(f)(r) = 0. Or g(0) = g() = 1, done 9(f) # g.

r—1
Or g est continue sur R. Donc :

lp n’est pas surjectif]
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c. Soit f vecteur propre de ¢. Alors { ?CA#GOR o) =Af . (En effet, 0 n’est pas valeur

propre puisque ¢ est injectif). D’ou :

o / (/ f(t)dt) du
Vo € R, / (/ f(t)dt) du — 22 0 x = Af(x) ce qui montre que f est 2 fois
0 0

™

1
dérivable sur R (f = ch(f)) En dérivant 2 fois, on obtient :
Ve eR, f(z)=Af"(x). D’oa 2 cas :

1
— si A est négatif, on peut poser w = Y et f est solution de y” 4+ w?y = 0, ce qui donne :
Vo € R, f(z) = acos(wx) + bsin(wx) et :
a b . f(m) —a a
o(f)(z) = —? cos(wx)fz ? sin(wz) + ot
T)—a a
D’ou f vecteur propre si :
f(m)—a a _ a=0,b#0
(a,0) #(0,0), ¥z € R, Tx—i_ w2 0 < sin(wm) =0
a=0,b#0
< { w e N*
. 1 . 9 .
— si A > 0, on peut poser w = 4/ — et f est solution de y” — w?y = 0, ce qui donne :
Vo € R, f(x) = ach(wz) + bsh(wz) et :
a b —f(m)+a a
o(f)(x) = ?Ch(wx) +]%)—(25)h(wx) T YT
—J(m)+a a
A

D’ou f vecteur propre si :

—f(m)+a a a=0,b#0 . . )
(a,b) # (0,0), Vz € R, — T 5= 0 < sh(wr) = 0 ce qui est impossible.

J’ai montré que :

1
— les valeurs propres de ¢ sont les —— 5 bour n € N*
n?

— les vecteurs propres de ¢ associés a —— sont les applications f: R — R ot b # 0.
" x — bsin(nx)

Partie B

l.a. Vo e R, p(—z) = 'sin %x) = ’—sin( ) = |sin (g)’ =

p(x + 2m) = |sin <g+7r)’ = ’—sin( )’ = sm<2>’ p(x). Donc :

[p est paire et 2m— périodique

p est composée de fonctions continues sur leur ensemble de définition, donc :

p € C°(R,R)

p est 2m — périodique
, donc :

Plo,2x] : T — sin (%) est de classe C'' sur [0, 27]

Ip est de classe C! par morceaux]
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Representation graphique de p
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c. p est 2r— périodique, continue sur R et C'!' par morceaux. D’ou :

la série de Fourier de p a un sens et converge pour tout x € R vers p(z)]

d. ao(p) = %/Oﬂ sin <%> dx

)

Comme p est paire, Vn € N*| b,(p) =0 et :

a,(p) = 2 i sin <g> cos(nz)dx

(9= (D)

BRI

3
=

1 1 T
! —cos((n+§)w) cos((n—é)x)
~ I * I
n—+ = n—z
L 2 2 0
1 1 1
= 1 1
T n —+ 5 n — 5
B —4
Cor(4n2—1)
D’aprés, la question c., on obtient :
4 X cos(nx)
Vo € R, =———
v p(z) T 7Tn:14n2—1

2.a. La formule de Parseval indique que :

v &0(9)2+ Z an(g)Z_'_bn(g)Q

n>1 2

converge
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ol ag(g) désigne la valeur moyenne de g.

b. Appliquons cette formule a p.
) an(p)® +ba(p)* 4 8 1
oy + 5 B~ L L

1 1 [
= | Pla)dr = —/ sin? <£) dx
27T [271.] ™ 0 2

et :

1 ™
= —/ (1 — cos(z))dx
2w Jo
B 1
2
%’01\1 :8 T 1 1
= 4= _  —_ =
2 + 2 nZ:fl (4n? —1)2 2

2 4R 1 T
TR DY e

Partie C

1. y"+y=0<da,b € R, Vx € R, y = acos(x) + bsin(z).
L’ensemble des solutions 2 fois dérivables de R dans R, solutions de 3" 4+ y = 0, est :

R—-R
{ x — acos(x) + bsin(x) /a,b GR}

2.a. Vz eR, h(z / f(t)(sin(z) cos(t) — sin(t) cos(z))dt
f(t)

= sin(x / f(t) cos(t)dt — cos(x /

Vo € R, h(z) = sin(z) /Ox f(t) cos(t)dt — cos(z) /OI f(t)sin(t)dt

SlIl

Donc :

x

T
b. Comme f est continue sur R, z — / f(t) cos(t)dt et x — / f(t)sin(t)dt sont dérivables
0 0
sur R (primitives d’une fonction continue) et ont pour dérivées respectives x — f(x)cos(x) et

x — f(z)sin(z). Comme sin et cos sont C* sur R, h est dérivable sur R.
On a alors : Vo € R,

B (z) = sin(z) f(x) cos(x) + cos(z) /j f(t) cos(t)dt — cos(x) f(x) sin(z) + sin(z) /j f(t)sin(t)dt
D’ou :

Ve € R, h'(x) = cos(x) /Ox f(t) cos(t)dt + sin(x) /Ox f(t)sin(t)dt

De méme, I/ est dérivable sur R et Vo € R, h"(x) = f(z)cos*(x) — sin(x)/ f(t) cos(t)dt +
0

f(z)sin®*(z) + cos() /(f f(t)sin(t)dt. D’on :

vz € R, W(z) = f(z) — sin(x) /0 " (1) cos(t)dt + cos(a) /0 " F(@)sin(t)d
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c. L’égalité précédente s’écrit aussi :

Ve e R, h'(z) = f(z) — h(z) & h'(z) + h(z) = f(x). Donc :

Ih_est une solution particuliére de (E})|

3. (E)) étant une équation linéaire, ses solutions sont de la forme h 4 g ot g est une solution
quelconque de 3y +y = 0, c’est a dire de la forme :

R—R . ,
. ou a et b sont des réels quelconques.
x — h(x) + acos(z) + bsin(x)

4.a. En substituant 2x & x dans la formule de B.1.d., on obtient :

cos(2nx)
Ve € R, ~z_Z
r € R, |sin(z Z PR
v 1
b. / cos(2nt) sin(z — )dt = 5/ sn((2n = )¢+ 2) = sin(2n -+ 1)t =)
0 0
1 —cos((2n—1)t+x)+cos( (2n+ 1)t — x)
T2 2n —1 2n + 1
1 (—cos(2nx)  cos(2nz) = cos(z)  cos(w )
-2 2n—1 2n+1  2n—1 2n+1
1
- — cos(2
(2 =1 2T 1)) (cos(z) — cos(2nx))
1
= m(cos(a:) — cos(2nx)). D’o :
v — 2
Ve € R, Vn € N, / cos(2nt) sin(x — t)dt = cos(x) 5 cos(2nz)
0 4n® —1
c. On sait que Vt € R, |sin(t)| 2 4fc s(2nt)
. n 1 u 11 - — — —
q ’ T 4n? —1
2 si —1 4 0 2nt —1
vt e R, |sin(t)]sin(x — ) = 252E =Y =) cos( ZTL);T({T )

v 2 (2 t —1
Vo € R, / | sin(t)| sin(z—t)dt = / sin(@ d —— Z/ cos(2nt) sin(@ )dt (puisqu’on
0 0

peut intervertir somme et intégrale)
On obtient :

Ve eR, h(z) = [

2.

2cos(z —t)]" 4 £ cos(x) — cos(2nz)
0o Tt (4n? —1)?

™

2 s(2 —
Ve e R, h(z) = 7T(l—cos Z Z;_lcos( ?)
-1

d. D’apreés la question précéden’re
2 pacy cos(an) 4cos( ) teo
VereR, h(x)=—(1— et
T e K, (ZL’) 7T( COS(‘I» Z ( ) n;l (4%2 _ 1)

4 oo 1 T 2 .
d’aprés B.2.b., 7Tnz:lmzz—;Dou:

2 4 L% cos(2nz)
Vr € R, h(z) = %(1—COS( ))—|— Z a1

T 2

— cos(x) (Z - —) ce qui montre :
7r
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2 4 X cos(2nz)
Vr € R, h(.%‘) = ; —ZCOS(l’)‘F%Zm
=1

e. h(0) = /0 f(t)sin(—t)dt =0

2 T 4= cos(2n7r)
h =———

2 w41 1

_;+Z+7rnzl(4n2—1)
2 2

LT, Tz (d’apres B.2.h.). Donc
™ 4 4

h(0) =0 et h(m) = =
f. On a vu qu’une solution de (F;) s’écrit F': R — R ollaetbeR.
x — h(z) + acos(z) + bsin(x)
Donc :

S = { ]f_—:;lix) + acos(z) + bsin(x) fa.be R}

On aalors F(0)=F(n)=0 < h(0)+a=0et h(r)—a=0
@a:Oeta:get:

S():@

Partie D

1. Si l'on pose t = In(z). L’on a Vt € R, z(t) = y(e') et z est une fonction 2 fois dérivable sur
R. On a alors :

1 1 1
+x _ - —
Ve € RY, ¢/(z) = EZ/(t) et y'(z) = = 2'(t) + . 2" (t)

1 1
2. D’ou y solution de (F) <Vt € R, z? (—;z’(t) + ;Z”(t)) +x

eVteR, =2 (t)+ 2"(t)+ 2/ (t) + 2(t) =0
s VteR, Z'(t) + 2(t) = 0. Donc :

z est solution de 2" + 2z =0 (H)

&I'—

(t)) +2(t) =0

3. zsolution de (H) < Ja,be R, Vt € R, z(t) = acos(t) + bsin(t)
< Jda,b e R, Vo € RY, y(x) = acos(In(x)) + bsin(In(z)).
D’out I'ensemble des solutions de (F') :

R™ — R
{ x — acos(In(z)) + bsin(In(x)) fa.be R}

y1) =0, y()=1 [ T a=0b=1
—asin(In(z)) + bcos(In(x))

T

4 { y solution de (F) Jda,b € R, Vo € R™, y(z) = acos(In(x)) + bsin(In(x))

. D'ou :

car Vo € RT™ ¢/(x) =
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I'unique solution du systéme donné est RT* — R
x — sin(In(x))

AAA

Rédigé par

Pierre Bron, professeur de Spéciales TSI

Lycée Chaptal, 6 allée Chaptal 22000 St Brieuc
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