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I : Actions de groupes

1. Aut(G) est une partie non vide du groupe des bijections de G dans G dont on sait qu’elle est

stable par composition et par passage a l'inverse. C’est donc un sous-groupe.

2. Parce que ¥ est un morphisme et que ®(v) € Aut(G), on a :

7(9192) = @(7)(9192) = ®(7)(91)2(7)(92) = "(91)" (92)

29 = d(1172)(9) = (1) P(12)(9) =" ("(9))
‘g=2(e)(9) =1ldg(g9) =g
T(e) = @(y)(e) =e

3. On a clairement M=M (donc la conjugaison est bijectiveLat MM, = M, M,. Donc ® est a
valeurs dans Aut(G). De plus ®(—1) o ®(—1) = ®(1) (car M = M), donc ® est un morphisme
(les autres égalités sont triviales), et il s’agit bien d’une action de T's sur G. Clairement aussi,

GL,(C)"2 = GL,(R).

4. (a) Pour tous g € G et v € T, "u(g) = u("g) = u(g). Donc u(g) € H', ce qui prouve

G" c H.
. . Z Z Z
(b) La réponse est non, et voici un contre-exemple. On pose G = YA H = 57 = 7 On
définit l'action de T" sur G par (on note [k],, la classe de k& modulo n)

Ok (k]a) = [Kls M2 (K]a) = [k + 2]4

et celle de I' sur H par
Ok (ko) = (K2 D=(k]o) = [K]

on choisit u : G — 4fini par u([0]4) = u([2]4) = [0]2
Bron choiitu & = dclint { u([1]4) = u([3]a) = [L)2

On vérifie sans mal qu’il s’agit bien d’actions de groupe, et que u est un I'-morphisme
surjectif. De plus, GT = {eq}, H" = H et u(G") # H'.

IT : Sous-groupes matriciels

1. Un élément M de G vérifie M? = I,,. Le polynéme X2 — 1 étant (scindé) & racines simples,
M est une matrice diagonalisable dont les valeurs propres sont parmi {1,—1}. Mieux, G étant
commutatif, il est classique (et 1’énoncé le rappelle en fin de section ”Notations et conventions”)
que les éléments de G sont simultanément diagonalisables, c’est-a-dire qu’il existe P € GL,,(C)
telle que P~1MP soit diagonale pour tout M € G, les éléments diagonaux valant 1 ou —1.

Comme il n’y a que 2" matrices de cette forme, G est fini et |G| < 2.

2. Soient a = ¢(I,), et g : V4 — V définie par

9(x) = $(¢7(2)*) = f(z,2)

g est de classe C! sur V; (qui est un ouvert de V contenant a). On note que Vz,y € V|,

f(z,a) =z, f(a,y) = y. En conséquence, en notant (eq,...,e,) la base canonique de R,
of of
Yk e [1,p], = (a,a) = =——(a,a) =
€Ll g (0) = 5L (00) = e



d’olt dg, = 2idg». On a donc, puisque g est C* et GL(R?) ouvert, dg, € GL(R?) pour tout
appartenant & un certain voisinage W C Vi de a. D’apres le théoreme d’inversion locale!, g(W)
est un ouvert et, en particulier, a est un point intérieur de g(V7). ¢ étant un homéomorphisme,
cela montre que I,, est un point intérieur de ¢~ *(g(V1)) = {M?, M € U}.

3. Désignons, lorsque M € M, (C), par M € M,_;(C) la matrice obtenue en retirant les n-iemes

lignes et colonnes de M. Posons
A={M € SL,(R); M € GL,_,(C)}

A est un ouvert de SL,(R) (car M — M est continue et GL,_;(C) ouvert dans M, _;(C))
qui contient I,,, et I'application ¢ : A — R -1 qui & M associe la liste de ses coefficients a

lexception de celui d’indice (n,n) :

¢(M) = (Mi,j)(i,j)#(nn)

est clairement continue. De plus, étant donné (b; ;)i j)2(n,n) € R”zfl, Péquation ¢p(M) =
(bij)i,), M € A, admet une solution unique (M;; = b;; pour (i,7) # (n,n), et on trouve
M, , en écrivant det(M) = 1 et en développant par rapport a la derniere colonne). L’expression
qu’on obtient de M en fonction de (b; ;)¢ ;) (les M; ; sont des fractions rationnelles en les (b; ;))

montre que ¢~ est continue. ¢ est ainsi un homéomorphisme.

Choisissons maintenant pour U n’importe quel ouvert de SL,, (R) contenu dans A, contenant I,,,
et pour lequel V(M,N) € U, MN € A (il en existe par continuité de (M, N) — MN), puis V4
et f comme en I1.2. Alors, compte tenu de ce qui vient d’étre dit, les composantes de f(z,y)
sont des fractions rationnelles en les composantes de z et y. f est donc de classe C*, et on a

montré que SLy, (R) vérifie la condition (L).

4. e J contient, en vertu de II.2., un voisinage W de I,,. Soit Ny € J. En utilisant la commu-

tativité de G on voit immédiatement que J contient NoW, qui est ouvert en tant qu’image
— G

_1. » et contient Ny. Donc J est
— Ny X

réciproque de W par l'application continue
ouvert.

e Chaque ensemble MyJ = {MyX,X € J} est un ouvert de G, car image réciproque de J
par 'application continue X +— M, 1X. Or ces parties forment une partition de G (c’est la
partition associée & la congruence modulo le sous-groupe J de G). Donc J, complémentaire

de la réunion des MyJ distincts de J, est fermé.

II1 : Construction de matrices inversibles

1. (a) Cherchons X de la forme A = ¢? o1 § € R. On a det(\,, + XA) = e~ det (A+ eQi"(’In).
Comme p +— det(A + pl,) est polynémiale et non nulle (c’est le polyndéme caractéristique
de A), cette application ne posséde qu'un nombre fini de zéros et il existe § € R tel que
det (A + e*™1,) # 0.

(b) Soit A € C tel que B = Al + AM € GL,,(C). On a MB = AM +AMM =AM + A, = B,
d'ot M = BB .
2. (a) L’identité et la conjugaison sont évidemment éléments de I'. Ce sont les seuls, car un

élément v € I', qui est aussi une application R-linéaire de C dans C, est déterminé par
I'image de la base (1,4). Or (1) = 1 et v(i)? = y(i%) = y(—1) = —1, d’ott y(i) = +i.

'En fait, pour étre strictement au diapason du programme en vigueur, il faudrait prouver que g est injective au

voisinage de a, ce qui revient a dire que X — X2 est injective au voisinage de I,.



(b) L étant de dimension finie sur K, la famille (2*)pen d’éléments de L est K-liée. Donc il en
existe une combinaison linéaire non triviale a coefficients dans K de somme nulle. Ce qui
établit existence de P € K[X]\ {0} tel que P(X) = 0.

(c) Soit (e, ..., e,) une base du K-espace vectoriel L. Pour chaque k, désignons par Py, € K[X]|
un polynéme non nul vérifiant Py (x) = 0. Une élément v est entierement déterminé par
les valeurs des y(e). Or, v étant un morphisme de corps, P(y(ex)) = v(P(ex)) = 0. Donc
v(ex) est 'une des racines de Py, et le nombre de ”choix” possibles est fini®>. T' est donc
fini.

3. On raisonne par récurrence sur 7. Le résultat est évident si » = 1. Supposons-le vrai au rang
r > 1. Soient pi,...,p,4+1 des morphismes deux a deux distincts de L* dans lui-méme, et
A,y Arg1 € L tels que

Apr+ .o+ XNg1prp1 =0

Alors, pour tous x,y € L*, en appliquant cette relation & zy :

Ap1(@)pi(y) + .o+ A1 pr1 () prga(y) =0

Donc, pour tout y € L™,

Apr+ .o FXq1pr1 =0
Apr(y)pr + - A+ Nep1pr1 (W) prg1 =0

En effectuant une combinaison linéaire de ces deux relations :
A(pr1(y) = p1(¥)p1 + .o+ Ae(pri1(y) — pr(y))pr =0

En choisissant ensuite, pour chaque k € [1,7], y tel que pi(y) # pr+1(y) et en appliquant
Ihypothese de récurrence, on voit que A = 0. On a montré que (p1, ..., pr+1) est libre.

4. (a) Pour tousx € L™ et he L*,on a:

0=0(b(hx)) = Y 6O[f()v(ho)

yel’

= D f ) (h)y(a))]

yer

= D Aol () ()]

yel’

Ceci étant vrai pour tout h € L*, on peut écrire :

> 0lf(r(@)y =0
yel
Les éléments de I" sont de L dans L. Ils induisent donc des morphismes du groupe L* dans

lui-méme, évidemment deux a deux distincts. Donc, par II1.3.,

Vyerl, 0[f(y)v(z)] =0
En particulier, pour v = er = Idy, :
0[f(er)z] =0

Ceci étant vrai pour tout = € L", et parce que f(er) € GL,(L), 6 = 0.

(b) Soit F' le sous-espace vectoriel de L™ engendré par la famille (b(x))zern. Si F n’est pas
égal & F | il existe une forme linéaire non nulle § sur L™ dont la restriction & F' est nulle, ce
qui contredit III.3.a. Donc F = E.

(¢c) B(M) est la matrice dont le i-ieme vecteur colonne est b(z;). Elle est donc inversible.

2Mais chacun de ces choix ne correspond pas forcément 3 un élément de v, car si les eg sont linéairement indépendants,
ils ne sont pas ”algébriquement indépendants”. On peut en fait démontrer que I', appelé groupe de Galois de L sur K,

a un cardinal majoré par dimg (L). Lorsque 1’égalité a lieu, I’extension de corps est dite galoisienne.



IV : Cocycles

1.

2.

3.

o Réflexivité : Vy € T, f(v) =eg'f(7) eq done f ~ f.
e Symétrie : Sivy €T, f(y) =b"'f'(7)7b, alors Vy €T, f'() = (b=") "1 f(7)(b™").
e Transitivité : SiVy € T, f(y) =b" ' (7)7b, f'(v) = )" ()" alors

vy el, f(v)= b))~ f" () (t'b)

Les cocycles sont les applications de I's dans GL,,(C) qui vérifient

fO) =fMfQ),  fA) = f(=1D)f(=1),
fED) =0, fE) = FMFED

ce qui équivaut & f(1) = I,, f(—=1)f(=1) = I,. Ils sont donc en bijection, par f — f(—1),
avec I'ensemble des matrices M vérifiant MM = I,,. Et deux cocycles f et f’ sont équivalents
si et seulement si il existe B € GL,(C) tel que, en posant M = f(—1), M’ = f'(—1), on ait
M’ =BMB ™.

Soit maintenant un cocycle f, et M = f(—1). D’apres IIL.1.b., il existe B € GL,(C) tel que
M=cC '= C’Inéil, ce qui montre que f est équivalente & 0. Donc H(I's, GL,(C)) = {0}.
(a) Soit maintenant un cocycle f. Il s’agit de montrer que f est équivalent au cocycle nul.

Soient, comme en I11.3., M telle que B(M) € GL,,(L). On a, pour tout n € T,

"Bo= Y ()" (M) =" () () (M)

~el’ ~yel
= > frOLM) =D "f(n CFE)E(M)
ger cer
= () > FOEM) ="f(n"")B
el

D’ou®
"B =B fm)"f(n " )B =B f(nmm")B = ecL, ()
On a montré H(I', GL, (L)) = 0.

(b) Pour K =Ret L =C, ' =T d’aprés III.2.a., Paction de I' étant la méme que celle décrite
en 1.3. On retrouve donc le résultat de IV.2.

(a) “f(nr2) = u(f(nr2)) = ulf(1)" F(2)) = ulf (1) ul(f () = “F (7)™ (" F(72))-

(b) Si, pour tout v € T, f(7) = b~ /()7 alors u(f(7)) = u(b) " u(f'())u("b), donc *f(7) =
w(b) ™ () u(b) ot M f ~

a) PourtousyinT et a € A, u("a) ="u(a) ="eq =eqg, dou "a €T.
Y

(b) On a, pour tout f € Z(I',A), (woi)([f]) = [uoio f] =0 (puisque f est & valeurs dans

A =Ker(u)). Donc Im(i) C Ker(i).
Réciproquement, soit f € Z(T, B) tel que que [f] € Ker(@). Alors [“f] = 0, et il existe
b€ C tel que b~ f(7)"b = ec pour tout v € T. Puisque u est surjective, il existe a € B
tel que b = u(a), et on a a ' f(y)’a € Ker(u) = A. Si on note g : I' — A I'application
définie par g(v) = a~ f(v)"a, on vérifie g € Z(T, A) et [f] = i([g]).

(c) Soit f € Z(I', A) tel que i([f]) = 0. Il existe b € B tel que Vy € T, f(y) = b~ 17b. On
souhaite montrer [f] = 0, c’est-a-dire qu'il existe a € A tel que Vy € T, f(v) = a 7a. Or,
puisque f(v) € A = Ker(u), u(b)"u(b) = ec, d’ott u(b) € C*. 1l existe donc ¢ € B tel
que u(b) = u(c). En posant a = ¢~ b, on a u(a) = ec, donc a € A, puis, pour tout v € T,
aa =071 b = b0 = f(v) (car c € BY).

3 f étant un cocycle, f(er) = f(erer) = f(er) T f(er) = f(CF)2 d’ou f(er) = eq.



V : Exemples d’ensembles H(T", G)

1.

(a)

(b)

L’image J de lapplication M +— M? de G dans lui-méme est, d’apres 11.3.b. ouvert et
fermé. G étant connexe par arc, et J non vide, cela entraine J = G.

Les cocycles f de I'y dans G sont, comme en IV.2.; en bijection par f — f(—1) avec les
éléments M de G vérifiant MM = I,,. Or, pour une telle matrice, M? = M.In.ﬂ_l7 donc
u([f]) = 0.

On a, avec les notations de IV.5. et le résultat de IV.5.b., Im(i) = Ker(@) = H(I'2, G). Or
A={M e G;M? = 1,} est fini d’apres I1.1. Donc Z(T'y, A) aussi, ainsi que H (T2, A) et,
bien stir, Im().

Soit M = ( Z 2 > € Ma(C). M est élément de SO2(C) si et seulement si
a+v¥=1
A+d*=1
ac+bd =0
ad—bc=1

Un calcul facile montre que ces conditions sont équivalentes a :

d=a
c=—b
a?+b* =1

Et on vérifie immédiatement

a —b a b B a = a —b
b a vod ) O\ b a
d’otr la commutativité de SO5(C).

Montrons maintenant que SO2(C) vérifie la condition (L). Posons

A= {( Z _ab ) € S0,(C); R(a) >o}

et définissons ¢ : A — C par »(M) = b. A est un ouvert de SO2(C) qui contient I,,, et
1) une application continue injective. L’image de A par ¢ est V =C\{z € C; 1 — 22 ¢
R_} =C\ (] —o00,—1]U[1,+00]) qui est un ouvert de C. Soit ¢ : A — V Dlapplication
(bijective et continue) induite par ).

Pour voir que ¢! est continue, considérons la bijection ¢ : {a € C; R(a) > 0} — C\ R_
définie par £(a) = a®. En posant a = z + iy, on a £(a) = (2? — 9°?) + 2izy. € est C' et sa

2z -2
matrice jacobienne (en identifiant C et R?) vaut 5 5 Y , qui est inversible en tout
y 2z
-1 2
1_ _
point. Donc £ est un C! difféomorphisme, et ¢! (z) = ( -2 11 : 2) > est
z —z

de classe C.

11 ne reste plus qu’a choisir un ouvert U de A contenant I,,, pour lequel V(M, N) € U, MN €

A (il en existe par continuité de (M, N) — MN), puis V] et f comme en I1.2. On a, pour

tout (z,w) € Vi, f(z,w) = €11 —w?)z + (1 — 2%)w, donc f est bien de classe C.
-b

Si M = Z € A, alors ‘MM = M? = I,, ot b = 0 et a = £1. Donc A =
a

{I2,—I2}. Comme A C M5(R), laction de I'y sur A par conjugaison est triviale ("M =

M). Les cocycles sont donc les morphismes de T's dans A (il y en a deux), et, vu la

commutativité de A, I’équivalence entre cocycles (3b € A; f(y) = b~ f'(7)7b) est I'égalité.

Donc [H(T, A)| = 2.



()

Soit f le cocycle non nul de 'y dans A : f(1) = I, f(=1) = —I,. Sii[f] = 0, alors
il existe B € SO5(C) tel que —I, = B 'I,B, d’oti, en tenant compte de ‘BB = I,
BB = —1I,. C’est impossible, puisque BB est hermitienne définie positive, tandis que —I,
est hermitienne définie négative (mais l'esprit du probleme était plutot d’utiliser IV.5.c.).
Donc Im(i) est de cardinal 2.

Montrons maintenant, pour établir la surjectivité de u a travers V.l.a, et en vue d’utiliser

IV.5., que SO2(C) est connexe par arcs. SO5(C) est la réunion des quatres parties

{( Z _ab ) € S05(C): R(a) >o}, {( Z _ab ) € S0,(C): R(a) < o}

(A I (A

La premiére est connexe par arcs en tant qu’image par Papplication continue ¢! du
connexe par arc V. La seconde l’est pour une raison similaire. Les troisiemes et qua-
triemes sont des images de R par une application continue, donc connexes par arcs. Enfin,
SOz (R) = { ( c?s(ﬁ) —sin(9) ) , B¢ R} est connexe par arcs (image continue de R par
sin(f)  cos(0)

une application continue), contenu dans SO2(C), et rencontre les quatre parties précédentes.
Il en résulte? que SO (C) est connexe par arcs.

On peut maintenant conclure Ker () = Im(7) par IV.5.b., et Ker(@) = H(I's,SO5(C)) par
V.1.b. Donc |H(I'3,S05(C))| = 2.

Comme o est d’ordre 3, il est clair que ¢ est un morphisme. Et vu que l'action de I', tant
sur G que sur H, est triviale, ¢ est un I'-morphisme.

Notons que 7 étant injective, on peut identifier G = Z/3Z a son image dans H = S3, qui
n’est autre que le groupe alterné As, noyau du morphisme signature ¢ : S3 — I'y. Faisons
opérer trivialement T' sur I'y. Alors, comme ¢ est surjective et comme £((S3)") = (I'o)"
(immédiat), 7 est réduit & {0} d’apres IV.5.c.

On identifie encore G et son image As. Vu la trivialité de action de I' sur G et la
commutativité de G, les éléments de Z(I', G) sont les morphismes de I' dans G (il y en a
trois, déterminés par 'image de [1]3)) et 'équivalence de deux cocycles est I’égalité. Soient
f1 et fo les deux cocycles définis par fi([1]3) = o, f2([1]3) = 0. Alors les cocycles *f; et
ify de Z(I', H) sont équivalents car, en notant 7 la transposition (2,3), on a 7~ loT = 02,
d'ott fa(y) = 771 fi(y)T pour tout v € T. Donc i([f1]) = i([f2]) et 7 n’est pas injective

(alors que son noyau est nul).

4Une autre possibilité était de montrer que SO2(C) est l'image de C par lapplication continue 6 +—

cos(0)
sin(0)

—sin(0) >
cos(0) '



