Corrigé de I'epreuve math I (Mines-ponts 2002)
Par M. TAIBI Professeur de MP* Lycée Moulay Youssef Rabat Maroc

Partie I

N
1. SiP = {p1,....,pn} est fini, avec p1 < p2 < ... < pn,soit 'entier ¢ = [] p; + 1, alors pour tout p € P,
i=1

on a : p divise H p; et donc ¢ = 1 mod p et par suite ¢ est premier et ¢ > py .ce qui contredit
I’hypothése P ﬁnl On conclut que P est infini.
1
a) Pourn >2 ona: (1-— E)_l = 2 W : série géométrique de raison - €]0, 1[.
b) Pour tout (i,7) € Nx N, u; ; = awb]q

de somme s; = Z 1 = Z

> 0. Pour chaque ¢ € N, la famille (u;;); est sommable

(comparaison & une série de Reimann). La famille (s;);

)

¢) On note M,, = {m / m = H p;™, «; € N}, lapplication ¢ : N" — Mn est
(a1, ..., ) H p;%

ais b]c aws bis
=0 =0
est aussi sommable et Z si=y X4 =(2 2 aw Z
i=0 i=0 j=0 i=0 =0

Donc la famille (ugj)(;,5) est sommable et >°  u;; = (Z aw> Z
(i,4)ENXN i=0 j=0

injective en effet : si p(aq, ..., an) = ©(f1, ..., Bn) alors H Pt = H pzﬁl et puis a; = 3; pour

tout ¢ car sinon, il ex1steralt k €[1, n]tel que ozk =+ ﬁk,par exemple ai < Pk. En écrivant :
n

[ pi* = ps(ﬁk o) H psﬁl, on a : H p;“ = 0 mod pj ce qui absurde. D’ou le
i=1,i%k i=1,i%k i=1,i%k

résultat cherché.

Etude d’exemples :

Pour s — 1 et n—2 : 1 112(3|4(5]6|7]8 |9 10 | 11 | 12
m; | 112131468912 |16 | 18|24 | 27
Pour s — 1 et n—3 : 1 112134567819 10 | 11 | 12
m; | 11213451689 ]10]12 15|20

d) Pour toutn € N*, ona: {k°/k €[l,n

donc : ]Jy[(l—%)_lz I a-

=

} € M, (décomposition d’un entier en facteurs premiers),

3
AT = L owmz L

[~

i=1 peP,p<n P meM,,
N n
Pour s =1, Hl(l — p%_)—l > kz1 z =t le retrouve le résultat de la question.I-a)...
i= =

e) Par décomposition d’un entier en facteurs premiers, on a : My C {k* / k € N*}, donc

1 N 13y-1 1 o 1 s T o~ 1
Z s < H (1- E)_ = > <) = etpuis nler;Ofn(s) = s
k=1 i=1 meM,, k=1 k=1
N n N
3. Pour s =1, par H(l—%)d}Z% — +4oo,ona: y, v;=—In( [[( —%)_1)—>—oo, donc
i=1 v k=1 "> i=1 i=1 v
> v; diverge. On sait que p; — 400 quand ¢ — oo, donc v; = In(1 — Ly~ — L = _—w; <0et par

le théoréeme de comparaison Y w; diverge.

m02mm2cc.tex — page 1



4.

1.

2.

o0
((s) = Y 7 est définie pour tout s > 1 ( série de Riemann).
k=1
Pour tout @ > 1 et tout s > a, ona : Vk € N*, 0 < ks < k_a et Z pa converge, donc la série de
fonctions continues ) (s — 7) converge normalement (donc uniformément) sur [a, +00[ et par
k>1
suite ¢ est continue sur |1, +o0].
Etude du caracteére C’ !

L’application s — 72 est C' (méme C* ) sur |1,4o00[ et 4 (%) = —In(k)z. On a donc, pour
tout @ > 1et s > a, |[—In(k)L| < ln(k) . Sia €]1,4], alors k:alnk(f) = };fﬂ — 0, donc la série
noo
numérique Y lnk(f ) est convergente et par suite la série de fonctions > (s — —ln(k:)k%) converge
k>1

normalement (donc uniformément ) sur [a, +oco[. On conclut alors que ¢ est de classe C'! sur |1, +-o0[
et ('(s) =— X In(k) 7.
k=2
Partie II

Majoration du produit P,
a) Valeurs de N, py, P, et 4" pour n =2, 3,4, 5

n 12 |3 |4 [5
N1 |2 2 |3
ovl12 |3 |3 |5
P, 12 |6 |6 |25
4" [ 16 | 64 | 256 | 124

b) Soit n € N* et supposons n + 1 non premier et que P, < 4", alors

N =card{peP /p<n}=card{peP /p<n+1} donc p,r1 = p, < 4" < 4",
¢) Sin+1 est premier, alors n + 1 est impair, donc il existe m € N* tel que n+ 1 =2m + 1.
Ona: C2m+1 = an N , donc tout nombre premier p €[m+2,2m+ 1] divise N et
les seuls diviseurs p premiers de D sont < m et par suite : tout nombre premier p €[m+2, 2m+
1] divise C2m+1 Par application de la formule du binéme, on a : QEQm_H = C2m+1 + C2m+1 <
(14 1)2m+t = 22m+L done 072, ,, < 22 = 4™,

Avec n+1=2m+ 1 premier, on a : P,y = H P H p| =Pn@Q.
pEP,p<m+1 pEP,M+2<p<L2m+1
-

1] 1]

Pm+1 Q

par ce qui précéde @ divise E’Q”m 41 donc @ < C’Q”m 41 et par suite Q < 4™,
Si Ppy1 <4™Halors: Py = P Q < 4mtlgm = 42m+1 — gyntl

d) Une récurrence s’impose :
Pourn=2,ona:N=1et P, =p, =2<4%
Soit n € N tel que n > 2, supposons (HR) : P, < 4", alors par b) et ¢) on a : P11 < 4"H!

N
Posons a; = maX{j / pl <n},alorsd, = [] po en effet : Si k = H p; * €[1,n], alors a1 <
i=1
et k divise H p;*. Donc H p;" est un multiple commun a tous les k €[1,n].Si k = p;*, alors
i=1 i=1

N
k €[1,n]et k divise d,, , donc [] p* divise d,,. Par définition de d,, on a bien ’égalité.

= 1
Par o; = maX{j/ pl <n},parpl <nona:j< 1111:((;)) et puis o; = [11:((;))]

Autre fagon

1<k<n

N N
Soit k = [ p;"* €[l,n]et D, = [] p{ avec a; = max a;p ,ona: a; > 1 (car a; > 1 pour k
i=1 i=1
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premier) et k divise D,, ( D, = k. H p;' """ ), donc D, est un multiple commun des k €[1,n].

N
Comme d,, est le plus petit commun multiples des k, on a : d,, divise D,, : D,, = d,, [[ p]* avec
i=1

N
>0etsid, =1]] pfi alors a; = G; + 7y; pour tout .
i=1

N
Supposons qu’il existe i tel que v;,>1, alors a;, = .k, = Biy+7vi, avec ko= ( 11 pﬁ”) pm” s
i=1,i#i0
[1,n]

N
pzf” = pzf”'ko est un diviseur de ko, donc de d, et comme d, = ( 11 pﬁ) p?{j”, a :
i=1,i%io
iy < Biy < Big + Yie = Qg CE qui est absurde. En conséquence : Vi, a; = (3; et puis d, = D,
In(n)

. Remarquons que a; = max{k:/ pF <n},parpf <nona:k< < ey €t puis oy = [11;‘((;))]

3. Une minoration de day 41

a) L’étude de la fonction f, : [0,1] — R,  — 2™(1 — z)™ montre que f, est continue et bornée

1
sur [0,1] et [|fullo = sup [fu(z)] = . Dou I, = fol fa()de < —.
a€(0.1] 4 4

b) > Par sa définition da,, 41 est divisible par tous les entiers n + k + 1 avec k €[0,n]

b Ona:(l—a)m =S Bk (—1)Fab done I = [ 32 CE(—1)fam+eda — 32 G (—
k=0

1
0 =0 1) n—+k+1

3
et puis dopy1.0n = > C,’i(—l)k:iﬁ_ll et comme :-2;712111 est un entier , on a aussi day 1.1, est
k=0

un entier (somme d’entiers).
> On a I,.dopr1 = m € N*, car I, et dap41 sont strictement positifs, donc dop41 = m.% >
m 5 1
An = 4n -

Partie II1

Pour 2 € R tel que > 2, posons w(x) =card{peP / p<a}t= > 1let

pEP,p<x
m(x)
0(z) = > In(p)= ) In(p)
p€EP, p<z i=1
1. Un résultat auxiliaire : On pose ag =0 et pg =1
N
> H4 est une fontion en escalier, de constante égale & > ay sur [pn, pn+1[, donc continue sur les
k=0

intervalles [pn, pn4+1[ pour N € N.

N-1

Y. ar  siz € [pn_1,pN]
Etude en les points py , N € N* : on a: Ha(x) = k=0 , donc H 4 est
ag si x € [pN,pN+1[

M=

o

=0
continue en py si et seulement si ay = 0 et lorsque ay # 0, H4 est discontinue en py et on a :

Ha(pn) — Halpy — 0) = an.
> Formule sommatoire d’Abel : pour x > 2, avec py < = < py41, 01 & :

Ha(e) f(z) = (f: ) J@) et S aifon) = anf() + anf(ox).

i=1 1<I<N
k+1 x
D’autre part fHA ) (t)dt > [ Ha@)f (t)dt + [ Ha(t)f (t)dt, mais :
2§k§N k N

k+1 k
[ HaF W= HA<t>f'<t>dt=(zai> (Flpiss) — Fp0)) et

sz“‘ fydt = (fl ai) (f(@) = f(pn)), done
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x k—1

frawron = 5 (Saie)- S (Saieo+ (S a) 0@ - 1om)

2 2<k<N i=1 2<k<N i=1 i=1
N
=— > aif(a;)+ (Z ai> f(z)
1<i<N i=1

D’ou le résultat demendé.

2. Une majoration de la fonction 7.
a) Pour tout x réel tel que z > 2, et py < [2] <z < pyi1,0on apy < [2] < x < pyyr et par la
N

question 1I-1.d) : H pi < < 4% et par suite 6(z) = > In(p;) < In(4%) = z1n(4).
i=1

b) Si la suite A = (a,)n est telle que : a, = In(p,), avec pg = l et f : z — ﬁ, alors les
hypotéses de formule sommatoire ’ABEL sont toutes justifiées, et on a :

m(x) = Zl—Z f(pi) = Ha(@)f(x) = [y Ha(t)f' (t)dt

=1
N
Or Hy(z) = aZ Z In(p;) = 0(x) et f'(z) = —m donc :
n(x) = f z)+ [ t(?étt))Z dt < zli?%) +f5 tt(lli(f)l dt ce qui montre que :
(z) < In(4) [ -2 +/Z Lt
m(z) < In — —
In(x) 5 (Int)?
c) Pourz > 4,0ona: R(z) = ln(l)f L dt = o) f L dt + i) f L dt, mais la fonction
T 5 (Int)? -z 5 (Int)2 T \/_(lnt)Z )
In est croissante et strictement positive sur [2, +oo[, donc
VT e x
0 < 22 [ gpdt < B2 [ rbpdt = BEEE S o 0t 0 < B[ pmdt <
2 2 \/5
In(x) [ = \1/5)2 dt = (ln‘;)z (x — V) o 0 et par suite zgmw R(z) =
N
d) Par la question précédente on a : [ (lnlt)2 dt = 0(%), et avec ¢ = In(4) > 0, il
2 T—T00
existe g > 2 tel que : Vo > xq ; 0 < f (lnlt)2 dt < In(4) lnc(”l) et puis : 0 < w(x) <
2

In(®) (5 + 5 mbpedt) <n(4) (5 + ) = 410(2) 55
3. Une majoration de la fonction 7

Pour tout z > 2, avec N = m(x), on a : dy[z)41 = H pitoou oy = [M} , donc : In(da(z)41) =

In(p;)

in([1 5%) = & actu(p) < 3 5 () < Nin(g)) < Nn(3),

D’autre part dajz)11 > 4 [%} donc In(dg(z141) = [2].1n(4) > (z — 2)In(2) > zIn(2) et par suite
zIn(2 In(2 T . . 2 _ . .
zln(2) < NIn(%) , donc N > ln(()) - é ) - (%) , mais zgg-noo m) = 2, , il existe

doncx1>2telque:Vm>x1,1_#122—1:1.
Tn (2)

In(2 In(2
En conclusion : 3z1 > 2, Ve >z i (z) = N > n2) z 2 > ne) @
2 In(z) \1-

Partie IV

1. Théoréme d’Euler

a) =) Si a est inversible dans Z/nZ; il existe b € Z/nZ tel que :

ab=1 (n) (1)
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(1)< 3keZ ab=1+kn<=3IkecZ ab—kn=1

D’aprés le théoréme de Bezout, a et n sont alors premiers entre eux.

<) Réciproquement, si a et n sont premiers entre eux, il existe des entiers u et v tels que :
au + nv = 1.

Donc au =1 mod n) et @ est alors 'inverse de a dans Z/nZ .

Valeurs de ¢(n) lorsque n prend toutes ses valeurs entiéres dans [2,7] :

n 234|567
en) 121426

b) Cours : (Z/nZ)* est un proupe multiplicatif et card((Z/nZ)*) = p(n).
Soit n un entier (n > 2), et a un entier premier avec n. Montrons ( théoréme d’Euler) que :

a?™ =1 (n) (2)

L’application ¥ : (Z/nZ)" — (Z/nZ)", b — m = b.a est injective et card() = ¢(n) est
fini, donc W est surjective et par suite bijective.L’élément ¢ =  [[  b.a € (Z/nZ)", peut
be(Z/n2)*

s’écrire ¢ = ( 11 b) a¥™ mais c = ] ba= II ™ car U est bijective.
be(Z/nZ)* be(Z/nZ)* me(Z/nZ)*

Dou [ m= ( [T ©].a*"), et par suite a*™) = 1.
me(Z/nZ)* be(Z/nZ)*

Autre facon : 11 suffit d’appliquer le théoréme de Lagrange au groupe multiplicatif (Z/nZ)"
a étant premier avec n, donc a € (Z/pZ)*, et son ordre d divise ¢(n), ordre de (Z/nZ)*. On
peut alors écrire : ¢(n) = dk, ou k € N*. D’out a¥™) = (a)* =1 modn.

c) Application : Reste de la division euclidienne de 2513!! par 6 : Il suffit de calculer 251311 dans
7./67 et comme 251 est premier avec 6 et que 311 = 5, ¢(6) = 2, on a : 251311 = 2515 =
2513 =251 = 5 car 2512 = 1 mod 6.

2. Principe de cryptographie :
Soit n un entier > 2 et p, ¢ deux entiers premiers tels que : n = pq

a) L’application h : (Z/pqZ)" — (Z/pZ)" x (Z/qZ)", T + (@,b) , oul @ (resp. b ) est la classe de
x mod p (resp.classe de & mod ¢, est bijective, en effet : soit (a,b) €[1,p — 1]x[1,q — 1], (
(Z/)pZ)* =[1,p — 1].....).Comme p A ¢ = 1, par I'identité de Bezout, il existe (u,v) € Z? tel
que up +vq = 1, donc pu(a —b) + qu(p —q) = a — b .Si l'on pose k = u(a — b) et k' = v(a —b),

T =a mod p

=0 mod q

Soient maitenant x et =’ deux solutions entiéres de systéme de congruence :

{i a (p) {x’ia ()

b (q)
Alors z — 2’ =0 (mod p) et z—12'=0(modq).
Le théoréme de Gauss montre qu’alors : z —2’ = 0 (mod pq ) et par conséquent h est injective.
(
x(

alors Uentier : x = a + kp = b+ k’q vérifie : ,donc h est surjective

Conclusion : h est une bijection de (Z/pqZ)" sur (Z/pZ)" x (Z/qZ)"
Done ¢(pq) = card((Z/pgZ)") = card((Z/pZ)" x (Z/qZ)") = ¢(p)e(a) = (p — 1)(g - 1).
b) On suppose e entier tel que e est premier avec (p —1)(g — 1)
On se place dans Z/(p—1)(q¢—1)Z , ’élément e est premier avec (p—1)(g— 1), donc inversible
dans Z/(p —1)(¢ — 1)Z , il existe donc d € Z tel que &.d =1 mod (p — 1)(q — 1).
Exemple : n=6=(2-1)x(7T—1)=(p—1)(¢—1) e=>5 est premier avec 6

a 012|345
a?lo|1]2]3[4]5
c) Soit @ € Z/nZ , on a : a*™ = 1 mod n, comme é. cz = 1 mod ¢(n) il existe k € Z tel que
ed =1+ k.p(n) et donc a®? = a'tk-#(") = g, (dﬁp(")) —-a
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