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Exercice n° 1 Une équation polynômiale.
On étudie les polynômesP non nul deCX tels que∗ PX 2 − 1 = PX − 1PX + 1

Question 1. Si a ∈ C, vérifie Pa = 0, et siP vérifie ∗ alors pour les fonctions polynômes enX = a + 1 :
P a + 12 − 1 = Pa + 1 − 1Pa + 1 + 1 = PaPa + 2 = 0 etP a − 12 − 1 = Pa − 2Pa = 0

donc si a est racine deP, alorsa + 12 − 1 eta − 12 − 1 sont aussi racines deP

Question 2. a. Assurons le résultat par récurrence surn ∈ N. Initialisation pourn = 0 : a0 racine deP.
Hérédité : pour toutn ∈ N, si an est une racine deP, alorsan+1 = an

2 + 2an = an + 12 − 1 est racine deP.

Par le thm derécurrencedansN : ∀n ∈ N, an est une racine deP

Question 2. b. Si an > 0, alorsan+1 = an
2 + 2an vérifie an+1 > 2an donc aussian+1 > an > 0.

Par récurrence surn, si a0 > 0 (initialisation) alors∀n ∈ N, 0 < an < an+1 (hérédité ci-dessus) et :

Si a0 > 0, la suiteann∈N est constituée de réels strictement positifs et strictement croissante

Question 2. c. Ainsi : si a > 0 est une racine deP, avec la suiteann∈N initialisée para0 = a, P admettrait une

infinité de racines distinctes(et réelles positives), ce qui estimpossible pour un polynômeP non nul

Question 2. d. Si P−1 = 0 et−1 racine deP, alors−1 − 12 − 1 = 3 serait aussi racine deP, ce qui est exclu

avec la question précédente.Ainsi P−1 ≠ 0, −1 n’est pas racine deP

Question 2. e. Pour la suiteann∈N définie à partir dea0 ∈ C, ∀n ∈ N, an+1 + 1 = an
2 + 2an + 1 = an + 12

Par récurrence, on assure ainsi∀n ∈ N, an + 1 = a0 + 12n

Question 3. Si a est une racine complexe deP vérifiant ∗, alors la suiteann∈N définie à partir dea0 = a
est une suite de racines deP.

Si |a + 1| > 1 alors la suite des modules|an + 1| = |a0 + 1|2
n

serait strictement croissante tendant vers+∞,
et P admettrait une infinité de racines complexes. Impossible.

Si |a + 1| < 1 alors la suite des modules|an + 1| = |a0 + 1|2
n

serait strictement décroissante tendant vers 0, et
donc la suiteann∈N convergerait versℓ = −1. Par continuité des polynômes, on auraitP−1 = lim

n→∞
Pan = 0,

donc−1 serait racine deP. Impossible. Note : on aurait aussi une infinité de racines distinctes.

Donc le seul cas compatible est|a + 1| = 1

On admet que si l’on considérait la suitebnn∈N définie parb0 = a et∀n ∈ N, bn+1 = bn
2 − 2bn, on obtiendrait

le résultat complémentaire|a − 1| = 1

Question 4. Si d °P > 0, il admet une racine complexea et |a + 1| = 1, |a − 1| = 1, donca est sur le cercle de
centreC1 = −1 et de rayonR = 1 et sur le cercle de centreC2 = 1 et de rayonR = 1. Ces deux cercles ont un

seul poit commun :a = 0. La seule racine possible deP esta = 0

Question 5. Ainsi P non nul vérifiant∗ est constantPX = c ou il existek ∈ N∗ tel quePX = cX k.
Cherchonsc,k ∈ C∗ × N, tels quePX = cX k vérifie ∗.

Pourc,k ∈ C∗ × N, PX = cX k vérifie ∗ 
cX 2 − 1k = c2X − 1kX + 1k

et c ≠ 0

 c = c2

 c = 1

Les polynômes non nuls vérifiant∗ sont les polynômes tels qu’il existek ∈ N∗ tel quePkX = X k



Exercice n° 2 Etude d’une courbe et opération entre les points.

La fonctionϕ : t  ϕt = t 2 − 1
t 2 + 1

= 1 − 2
t2 + 1

est paire et de de classeC∞ surR.

La fonction vectoriellef : t 
xt = ϕt

yt = tϕt
est donc aussiC∞ surR.

Partie A

Question A. 1. On ax qui est paire ety qui est impaire doncM−t estsymétrique deMt par rapport àOx.
Pourt = 0, le pointP = M0 est sur la courbe.

Question A. 2. La courbe admet un point double, (elle repasse au même point)si et seulement si :

∃t1, t2 ∈ R2, t1 < t2 et Mt1 = Mt2 
∃t1, t2 ∈ R2,

t1 < t2

et

t1
2 − 1

t1
2 + 1

=
t2

2 − 1
t2

2 + 1

t1
t1

2 − 1
t1

2 + 1
= t2

t2
2 − 1

t2
2 + 1

 ∃t1, t2 ∈ R2, t1 < t2 et t1
2 − 1 = t2

2 − 1 = 0

car sixt1 = xt2 ≠ 0 alors yt1 = yt2  t1 = t2

La courbeC admet un seul point double :M−1 = M1 = 0,0

On af ′ : t 
x ′t = ϕ ′t

y ′t = tϕ ′t + ϕt
et x ′t = ϕ ′t = 4t

t2 + 12 ne s’annule qu’ent = 0 oùϕ0 ≠ 0.

La courbeC n’a pas de point stationnaire

La courbe admet 2 branches infinies : quandt → ∞, où
xt → 1

yt = +∞
et quandt → −∞, où

xt → 1

yt = −∞

C admet ainsi la même asymptote verticale d’éqationx = 1, pour ses deux branches infinies

Question A. 3. On ay ′t =
4t2 + t2 + 1t2 − 1

t2 + 12 = t 4 + 4t2 − 1
t2 + 12 le trinôme du second degréX 2 + 4X − 1,

admet 2 racines réelles de signes opposés (produit égal à−1 qui sontX1 = 5 − 2 > 0 etX2 = − 5 − 2 < 0.

Doncy ′t s’annule (points à tangente horizontale) ent1 = 5 − 2

et t2 = − 5 − 2 = −t1

Le tableau de variation des fonctionsx et y est obtenu, avec les

valeurs approchées de l’énoncé :

xt2 = ϕt2 ≈ −0,6 yt2 = t2ϕt2 = −t1ϕt1 ≈ +0,3

et xt1 = ϕt1 ≈ −0,6 yt1 = t1ϕt1 ≈ −0,3

t −∞ t2 0 t1 ∞

x ′ − − 0 + +

y ′ + 0 − 0 +

x 1 ↘ ϕt2 ↘ −1 ↗ ϕt1 ↗ 1

y −∞ ↗ t2ϕt2 ↘ 0 ↘ t1ϕt1 ↗ +∞



Partie B

Question B. 1. a. Avec l’opération élémentaire sur les lignes :L2 − a L1 → L2 on a :

ϕa − ϕb ϕa − ϕt

aϕa − bϕb aϕa − tϕt
=

ϕa − ϕb ϕa − ϕt

a − bϕb a − tϕt
que nous noteronsΔt.

Question B. 1. b. Δt =

a 2 − 1b 2 + 1 − b 2 − 1a 2 + 1
a 2 + 1b 2 + 1

a 2 − 1t 2 + 1 − t 2 − 1a 2 + 1
a 2 + 1t 2 + 1

a − b b 2 − 1
b 2 + 1

a − t t 2 − 1
t 2 + 1

Δt = 1
b 2 + 1t 2 + 1

2a2 − 2b2

a 2 + 1
2a2 − 2t2

a 2 + 1

a − bb 2 − 1 a − tt 2 − 1
par linéarité suivantC1 puisC2.

Δt = 2
a 2 + 1b 2 + 1t 2 + 1

a2 − b2 a2 − t2

a − bb 2 − 1 a − tt 2 − 1
par linéarité suivantL1.

Δt =
2a − ba − t

a 2 + 1b 2 + 1t 2 + 1

a + b a + t

b 2 − 1 t 2 − 1
par linéarité suivantC1 puisC2.

Δt =
2a − ba − t

a 2 + 1b 2 + 1t 2 + 1

b − t a + t

b 2 − t 2 t 2 − 1
avec l’opération élémentaireC1 − C2 → C1.

Enfin Δt =
2a − ba − tb − t

a 2 + 1b 2 + 1t 2 + 1

1 a + t

b + t t 2 − 1
par linéarité suivantL1

Note : ce déterminant est det
C

BA,MtA oùC est la base canonique deE = R2.

Question B. 2. a. Les hypothèses posées surA,B assurent quea + b ≠ 0 eta ≠ b. La droiteA,B a

pour équation
ϕa − ϕb ϕa − x

aϕa − bϕb aϕa − y
= 0 qui exprime que det

C
BA,MA pourM = x,y.

La droiteA,B rencontreC en un pointMt si et seulement siΔt = 0

On chercheMt différent deA et B donc
2a − ba − tb − t

a 2 + 1b 2 + 1t 2 + 1
≠ 0

et Δt = 0 
1 a + t

b + t t 2 − 1
= 0  ab + at + bt + 1 = 0  t = − 1 + ab

a + b

La droiteA,B rencontreC au pointMha,b = A ⋆ B

Ce point serait égal àO si et seulement sit vallait −1 ou 1 et :
− 1 + ab

a + b
= 1  a + b + ab + 1 = 0  a + 1b + 1 = 0 cas exclu, carA et B diffèrent deO.

− 1 + ab
a + b

= −1  a + b − ab − 1 = 0  a − 1b − 1 = 0 cas exclu, carA et B diffèrent deO.

Donc A ⋆ B ≠ O

Question B. 2. b. Remarque 1: A ∈ C est différent deP et deO  A = Ma poura ∉ 0,−1,1 .
Donca ∈ 0,∞  1 ou a ∈ −∞, 0  −1. Vue la symétrie de la courbe par rapport àOx, quand on
changet en−t, montrons le résultat poura ∈ 0,1 ∪ 1,∞.

Remarque 2: l’applicationh est continue sur chacun des ouverts deR
2 : U1 = a,b ∈ R2, a + b > 0 et

U2 = a,b ∈ R2, a + b < 0 , car c’est une fraction rationnelle à dénominateur non nul.La fonction f est
continue surR, donc par composition l’applicationa,b  Mha,b = A ⋆ B est continue surU1 et surU2.

Considérons alorsb ∈ 0,1 ∪ 1,∞, b ≠ a. Le résultat précédent s’applique et on peut faire tendreb versa
en restant dans0,1 ou dans1,∞. Alors la droiteA,B a une position limite qui est la tangente àC enA,
et le pointA ⋆ B = Mha,b tend versMha,a, cara,b tend versa,a en restant dansU1.



Ainsi la tangente àC enA différent deP et O, recoupe la courbeC en l’uniqueA ⋆ A

A ⋆ A correspond àM − 1 + a2

2a
.

1 + a2

2a
≠ 0 donc A ⋆ A ≠ P Et

− 1 + a2

2a
= 1  a + 12 = 0  a = −1

− 1 + a2

2a
= −1  a − 12 = 0  a = 1

qui sont exclus

donc A ⋆ A ≠ O

Note : si A = O, donca = 1 oua = −1, la tangente est dirigée parf ′a =
x ′a = a

y ′a = aϕ ′a + ϕa = 1

et passe parO. C’est donc la droitey = x respectivementy = −x.

Elle recouperaitC enMt si et seulement si
xt = yt  ϕt = 0 out = 1  Mt = O

ou xt = −yt  ϕt = 0 out = −1  Mt = O

On poseraO ⋆ O = O , pour compléter notre opération surC.

Question B. 3.
On continue à respecter les contraintes :A = Ma et B = Mb différents deO et P, eta + b ≠ 0.
Alors D = M − 1 + ab

a + b
, A ′ = M−a doncE = M 1 − ab

a − b
et D′ = M 1 + ab

a + b

doncF = M −
1 + 1 + ab

a + b
1 − ab
a − b

1 + ab
a + b

+ 1 − ab
a − b

= M −
a2 − b2 + 1 − a2b2

1 + aba − b + 1 − aba + b

= M −
1 − b21 + a2

2a1 − b2
= M −

1 + a2
2a

donc F = A ⋆ A

La droiteF,A est donc la tangente àC enA Car la tangente àC enA coupe la courbe en l’unique pointF.



Exercice n° 3
Etude de séries de fonctions, d’une série de Fourier et d’intégrales à paramètre.
On considère les suites de fonctionsunn∈N et vnn∈N définies surR parunt = 1

1 + t + 2πn2

et vnt = 1
1 + t − 2πn2 . Ces fonctions sontC∞ surR, positives et bornées par 1

Partie A

Question A. 1. Pour toutt ∈ R fixé, ∑unt est une série de réels positifs etunt ∼ 1
4π2n2 terme général

d’une série de Riemann d’exposantα = 2 > 1 donc convergente. Par le thm d’équivalence entre séries à

termes positifs,∑unt converge. De même∑ vnt converge

Question A. 2. a. Etudions les variations deun surR. On aun
′ t = − 2t + 2πn

1 + t + 2πn2 2 qui s’annule

ent = −2πn, D’où le tableau de variations :

t −∞ −2πn ∞

un
′ + −

un 0 ↗ 1 ↘ 0

Si on fixea > 0, alors pourn  N = E a
2π

+ 1 , oùEx est la partie entière dex, on a−2πn < −a et ainsi :

|un | = un est positive et décroissante sur−a,a , donc sup
t∈−a,a

|unt| = un−a < 1 pourn  N.

Question A. 2. b. La convergence simple de∑un−a assure donc laconvergence normale sur−a,a de∑un

Pourn  N, on a sur−a,a : 0  unt = 1
1 + t + 2πn2  un−a donc 2

1 + t + 2πn2 2  2un−a2,

car la fonction "carré" est croissante sur0,∞.

Ainsi |un
′ t|  2a + 2πnun−a2 et sup

t∈−a,a
|un

′ t| 
2a + 2πn

1 + 2πn − a2 2 pourn  N. Le majorant est le

terme général d’une série positive équivalente à1
πn3 et∑ 1

πn3 converge, donc∑ sup
t∈−a,a

|un
′ t| converge.

On a assuré donc laconvergence normale sur−a,a de∑un
′ . Enfin la convergence normale sur−a,a

assure laconvergence uniforme sur−a,a De même pour∑ vn et∑ vn
′

Question A. 3. a. F est somme de 3 fonctions.u0 : t  1
1 + t2 est de classeC1 surR donc sur−a,a.

Poura > 0, la somme totale∑
n=1

∞
un est de classeC1 sur−a,a, en vertu du thm de dérivation des séries de

fonctions de classeC1, sous convergence simple de∑un et de convergence uniforme de∑un
′ sur−a,a

Et on peut dériver terme à terme. De même pour∑
n=1

∞
vn. F est de classeC1 sur−a,a pour touta > 0 fixé

PuisqueF estC1 sur−a,a pour touta > 0 fixé, elle estC1 au voisinage de toutx ∈ R, qu’on peut mettre

à l’intérieur d’un−a,a poura fixé, assez grand. DoncF estC1 surR

Question A. 3. b. F est somme de 3 fonctions.u0 : t  1
1 + t2 est paire etun−t = vnt surR

doncF−t = Ft surR, et F est paire surR

Question A. 3. c. Pour toutt ∈ R : Ft + 2π = u0t + 2π +∑
n=1

∞
unt + 2π +∑

n=1

∞
vnt + 2π

Or u0t + 2π = u1t, v1t + 2π = u0t et∀n ∈ N∗, unt + 2π = un+1t et vn+1t + 2π = vnt surR.

DoncFt + 2π = u1t +∑
n=1

∞
un+1t + u0t +∑

n=1

∞
vnt = Ft surR et F est 2π-périodique



Partie B

Question B. 1. Pour toutk ∈ N, notonsck la fonctionx  coskx. La fonctionF ck est somme de 3

fonctionsC1 sur0,π et son intégrale est la somme des 3 intégrales. Pour∫
0

π
∑
n=1

∞
untcosktdt, on cherche

à assurer l’interversion des symboles∑ et ∫, en assurant un thm d’intégration terme à terme.
Les fonctionsunck sont continues (d’ailleursC∞ sur0,π. Puisque sup

t∈−π,π
|unt| = un−π pourn  1 alors

sup
t∈−π,π

|untcoskt|  un−π et la série de fonctions∑unck converge donc normalement, donc uniformément

sur le segment−π,π donc sur le segment0,π.

Le thm d’intégration terme à terme sous convergence uniforme sur segments’applique donc et assure que :

∫
0

π
∑
n=1

∞
untcosktdt = ∑

n=1

∞

∫
0

π
untcosktdt et de même pour la série de fonctions∑ vnck.

Ainsi ∀k ∈ N, ∫
0

π
Ftcosktdt = ∫

0

π cosktdt
1 + t2 +∑

n=1

∞

∫
0

π cosktdt

1 + t + 2πn2 +∑
n=1

∞

∫
0

π cosktdt

1 + t − 2πn2

PuisqueF est (mieux que) continue par morceaux et 2π-périodique, elle admet des coefficients de Fourier.

Puisqu’elle estpaire, ses coefficients en sinus sont tous nuls :∀k ∈ N, bkF = 0 Et ses coefficients de

Fourier en cosinus valent∀k ∈ N, akF = 1
π ∫−π

π
Ftcosktdt = 2

π ∫0

π
Ftcosktdt

On pourrait être tenté de calculer cesak, mais l’énoncé des questions suivantes montre que c’est prématuré.

Question B. 2. PuisqueF estC1 surR et 2π-périodique, lethm de Dirichlet s’applique (il s’applique dès que
la fonction estC1 par morceaux) et il assure même la convergence uniforme (si la fonction est de plus continue)

de la série de Fourier deF versF. Donc ∀t ∈ R, Ft = a0

2
+∑

k=1

∞
ak coskt avec la question précédente.

Question B. 3. a. Pour toutα ∈ R, notonsgα la fonctionx 
cosαx
1 + x2 .

Elle est continue et positive sur0,∞ et∀α ∈ R, ∀x ∈ 0,∞, |gαx|  1
1 + x2 .

Notonsϕ0 : x  1
1 + x2 . Elle est continue, positive sur0,∞ et intégrable sur1,∞, carϕ0x ∼ 1

x2

fonction de Riemann d’exposantα = 2 > 1. Par le thm de majoration,∀α ∈ R, ∫
0

∞ cosαsds
1 + s2 converge

Question B. 3. a. Effectuons les changements de variableC1-difféomorphe entre segments dans les 2 intégrales :

s = t + 2nπ

t ∈ 0,π


t = s − 2nπ

s ∈ 2nπ,2n + 1π
alors∫

0

π cosktdt

1 + t + 2πn2 = ∫
2nπ

2n+1π cosksds
1 + s2 .

r = 2nπ − t

t ∈ 0,π


t = 2nπ − r

r ∈ 2n − 1π, 2nπ
alors∫

0

π cosktdt

1 + t − 2πn2 = ∫
2n−1π

2nπ coskrdr
1 + r2

Considérons alors, pourN ∈ N∗ : SN = ∫
0

π cosktdt
1 + t2 +∑

n=1

N

∫
0

π cosktdt

1 + t + 2πn2 +∑
n=1

N

∫
0

π cosktdt

1 + t − 2πn2

SN = ∫
0

π cosktdt
1 + t2 +∑

n=1

N

∫
2nπ

2n+1π cosksds
1 + s2 +∑

n=1

N

∫
2n−1π

2nπ cosksds
1 + s2 = ∫

0

2N+1π cosktdt
1 + t2

avec la règle de Chasles, sur les segments successifs. QuandN → ∞, la convergence de la suiteSNN∈N∗ est

assurée versak et celle de l’intégrale est assurée vers∫
0

∞ cosαsds
1 + s2 .

Donc ∀k ∈ N, ak = 2
π ∫0

π
Ftcosktdt = 2

π ∫0

∞ cosksds
1 + s2



Partie C

Question C. 1. On a montré enB. 3. a.que∀x ∈ R, φx = ∫
0

∞ cosxsds
1 + s2 converge.

La fonctionφ est définie surR et paire. La fonctionx,s 
cosxs
1 + s2 estC∞ surR2, donc continue

sur0,∞ par rapport às, àx fixé dans0,∞, et continue sur0,∞ par rapport àx, às fixé dans0,∞.
De plus il existeϕ0 : s  1

1 + s2 , . continue, positive sur0,∞ et intégrable sur1,∞, carϕ0s ∼ 1
s2

quands → ∞, telle que∀x ∈ R, ∀s ∈ 0,∞,
cosxs
1 + s2  1

1 + s2 = ϕ0s.

Ce qui assure les hypothèses duthm de continuité des intégrales à paramètre sous domination,

donc la continuité deφ sur0,∞, et que∀x ∈ R, |φx|  ∫
0

∞ ds
1 + x2 = π

2
doncφ bornée

avec arctanX = ∫
0

X ds
1 + x2 . Enfin φ0 = ∫

0

∞ ds
1 + x2 = π

2

Question C. 2. a. Pourx > 0, le changement de variable
t = x s

s ∈ 0,∞


s = 1
x t

t ∈ 0,∞
qui est

C1-difféomorphe entre ces intervalles, conserve la convergence des intégrales et leur valeur.

Donc ∀x > 0, φx = x ∫
0

∞ costdt
x2 + t2 avec ds = dt

x .

Question C. 2. b. Considéronsh : x, t 
cost
x2 + t2 de classeC∞ sur0,∞ × R (comme quotient à dénominateur

non nul de fonctions à 2 variablesC∞ surR2. On sait donc qu’elle est continue par rapport àt sur0,∞,

à x > 0 fixé et dérivable par rapport àx ∈ 0,∞ à t fixé, avec ∂h
∂x

x, t =
−2x cost

x2 + t22 continue par rapport

à t sur0,∞, àx > 0 fixé et par rapport àx ∈ 0,∞ à t fixé.

Considéronsa,b fixés tels que 0< a < b.
On assure qu’il existeϕ1 : t  2b

a2 + t22 , continue, positive sur0,∞ et intégrable sur1,∞, car

ϕ1t ∼ 2b
t4 quandt → ∞, telle que∀x ∈ a,b ∀t ∈ 0,∞, ∂h

∂x
x, t  ϕ1t.

Ce qui assure les hypothèses duthm de dérivation des intégrales à paramètre sous domination,

donc que x  ∫
0

∞ costdt
x2 + t2 est de classeC1 sura,b, et sa dérivée vaut−2x ∫

0

∞ costdt

x2 + t22

Par produit,φ est de classeC1 sura,b, etφ′x = ∫
0

∞ costdt
x2 + t2 − 2x ∫

0

∞ t costdt

x2 + t22 .

Le résultat est vrai sur touta,b pour 0< a < b, on peut donc l’assurer pour toutx > 0, en choisissanta = x
2

,

et b = x + 1, et φ est de classeC1 sur0,∞ et∀x > 0, φ′x = 1
x φx − 2x2 ∫

0

∞ costdt

x2 + t22

Question C. 2. c. En effectuant le changement de variable réciproque deC. 2. a., on montre que :

∫
0

∞ costdt

x2 + t22 = x
x4 ∫0

∞ cosxsds

1 + s22 donc ∀x > 0, φ′x = 1
x φx − 2

x ∫0

∞ cosxsds

1 + s22

Question C. 3. a. Considéronsj : x,s 
cosxs

1 + s22 . On vérifie les hypothèses duthm de dérivation des

intégrales à paramètre sous domination, avec
∂j
∂x

x,s =
−ssinxs

1 + s22 et l’existence de la fonctionϕ2

continue, positive sur0,∞ et intégrable sur1,∞, carϕ2s ∼ 1
s3 quands → ∞, telle que :

∀x,s ∈ R × 0,∞
∂j
∂x

x,s  ϕ2s = s
1 + s22 . Ainsi ψ estC1 surR etψ′x = +2∫

0

∞ ssinxsds

1 + s22



Considérons un segment0,B ⊂ 0,∞ et l’intégrale∫
0

B −ssinxsds

1 + s22 . On peut effectuer une intégration par

partie en posant
us = sinxs qui se dérive enu′s = xcosxs

v ′s = −s
1 + s22 et on choisitvs = 1

21 + s2
où u et v sontC1 sur0,B.

Ainsi ∫
0

B −ssinxsds

1 + s22 =
sinxs

21 + s2 s=0

s=B

− x
2 ∫0

B cosxsds
1 + s2 . Les limites existent quandB → ∞, les deux

premières sont nulles et on a donc∀x ∈ R, ψ′x = −2∫
0

∞ −ssinxsds

1 + s22 = x ∫
0

∞ cosxsds
1 + s2 = xφx

Question C. 3. b. La fonctionψ estC1 sur0,∞, et∀x > 0, φ′x = 1
x φx + ψx doncφ′ estC1

ce qui assure queφ estC2 sur0,∞ Et ∀x > 0,

φ′′x = −1
x2 φx + ψx + 1

x φ′x + ψ′x = −1
x2 φx + ψx + 1

x
1
x φx + ψx + xφx

Ainsi ∀x > 0, φ′′x = φx

Question C. 4. La fonctionφ est donc solution sur0,∞ de l’EDL2 y ′′ = y dont l’ensemble des solutions est
le plan vectoriel Vectx  ex,x  e−x. Donc il existeA,B ∈ R2 tels que∀x > 0, φx = Aex + Be−x.

Puisqueφ est continue sur0,∞, on aA + B = lim
x→0+

φx = φ0 = π
2

.

Puisqueφ est bornée sur0,∞, alorsA = 0
donc ∀x > 0, φx = π

2
e−x

Question C. 5. Ainsi ∀k ∈ N, ak = 2
π φk = e−k et∀t ∈ R, Ft = a0

2
+∑

k=1

∞
ak coskt = 1

2
+∑

k=1

∞
e−k coskt

D’où Ft = − 1
2

+ Re ∑
k=0

∞
e−ke−ikt = − 1

2
+ Re 1

1 − e−1+it
car c’est la somme de∑ e−1+itk série

géométrique de raison e−1+it de module1
e < 1. Et 1

1 − e−1cost − isint
=

1 − e−1cost + isint

1 − e−1 cost2 + e−1 sint2

D’où ∀t ∈ R, Ft = − 1
2

+ 1 − e−1 cost
1 + e−2 − 2e−1 cost

= 1 − e−2

21 + e−2 − 2e−1 cost


