(X 2001, Premiére composition.)

Premiére partie

1°) On suppose qu’il existe une série entiére solution de (E) de rayon de convergence R > 0 . La série entiére se dérive

terme & terme sur | — R, R[ , donc le premier membre de (F) est une série entiére, or par théoréme une telle série est
identiquement nulle si et seulement si tous ses coefficients sont nuls. Donc, en regardant le coefficient de ™ , n > 2,
I’équation (E;) impose la relation :

—2n(n—1)an, +2(n+ Vnapt1 + 2s+ 1)(n+ 1)an+1 — (28 + 3)na, — sa, =0
< (n+1)(2n+1apt1 — (2n+1)(s+n)a, =0
2n+1)(s+mn)
(n+1)(2s+2n+1)

& Apyl = n

En fait, on voit que la relation reste vraie pour n = 0 et n = 1 , puisque les coefficients provenant des termes en x>

et/ou en = s’annullent respectivement pour n = 1 et/ou n = 0 . De plus, le dénominateur de la fraction ci-dessus ne

s’annulle jamais puisqu’on a supposé s non de la forme _2_n2—i—_1 .

2°) On voit d’apres la relation ci-dessus (par récurrence & partir de ag =10 ) que si s ¢ =N | a,, # 0 pour tout n >0 .

any1 _ _ (2n+1)(s+n)
an (n+1)(2s+2n+1

Dans ce cas, la limite de ) est donnée par les termes de plus haut degré en n , c’est 1 .

3°) D’apres la régle de d’Alembert, si s ¢ —IN | le rayon de convergence de la série définie par la relation du 1) est 1 . Mais

4°)

5°)

a

=

si s est de la forme —ng , ng € N, on voit que tous les coefficients déterminés par cette relation sont nuls & partir de
ng + 1 , donc en fait la série est un polynéome de degré ng , et son rayon de convergence est infini. Dans tous les cas,
comme la relation du 1) est équivalente & I’équation (F;) , la série entiére obtenue est bien solution de (Es) sur son
domaine de convergence.

On a tout d’abord (par récurrence) que les fonctions s — a,(s) sont des fractions rationnelles & dénominateurs ne
s’annullant pas sur S , donc continues sur S .

Soient v un réel de ]0,1[ et N un entier > 0 fixés. On note D(O, N) le disque du plan complexe défini par |z| < N,
et on considere ’ensemble

A= (DO,N)nS) x [~a,a] € Sx] —1,1] .

Pour tout (s,z) € A, on a & partir de n > N que 0 < |s+ n| < |s+n+%| , et donc, vu ntl o9

n+1 =
% < 1. Par suite, pour n > N et (s,2) € A, on a la majoration normale |a,(s)z"| < |ay|a™ . 11 Sensuit
n

,on a

o0

que la série reste |Ry(s,z)| = E an(s)xz™ converge normalement donc uniformément sur A . Comme, par produit

n=N
de fonctions continues, les fonctions (s, z) — a,(s)z™ sont continues sur A , on en déduit par théoréme que Ry (s, z)
est continue sur A . Par somme (finie) de fonction continues, fs(x) est aussi continue sur A , et comme tout point de
Sx] —1,1] est inclus dans un certain ensemble A , la fonction (s, z) — fs(x) est continue sur Sx] —1,1[ .

Si on pose F(t) =t f(t?) avec f de classe C? , on a
F'(t) = st®7 L) + 2651/ (#7) et BV () = s(s — D2 F(£7) + (ds + 2)t° f'(¢2) + 452 £ (12)
Apres calculs, on voit ainsi que le premier membre de (E’) devient apres substitution :
2672 (2431 — ) () + (25 + 1 — (25 + 3)2) /() — 5/(£2))

Comme onpeut simplifier par ¢t¥2 # 0 , on obtient donc que f est solution de (Ey) sur ]0,1] si et seulement si
F(t) = t* f(t?) est solution de (E’) sur ]0,1] .



b)

6°)

a)

b)

o)

d

Les équations (E.) et (Ef_,) sont identiques, de plus, si s ¢ Z + 5 , ni s ni 1 — s ne sont dans —N — 1 . Donc
d’apres ce qui précede, t°f(t?) et t17°f1_4(t?) sont solutions de (Ej) . Or (Ej) est une équation linéaire homogene
du second ordre résolue en F” sur ]0,1[ . On sait (théoréme de Cauchy-linéaire) que ses solutions forment un espace
vectoriel de dimension deux, il suffit donc de montrer que ®4(t) = ¢ f5(t?) et ®1_5(t) = t17° f1_5(t?) sont linairement
indépendantes. Or ces fonctions sont non nulles (par continuité, puisque f5(0) = f1-s(0) = 1 ), donc une relation de
liaison se traduirait par une égalité de la forme

(RL)  t°f,(t) = at' S fi_ () == t' 72 f,(t?) = afi_s(t?)
avec « # 0 . Or comme s # % , ceci est impossible. En effet, quand t — 0 , t172% a soit une limite nulle (cas
Re(1 — 2s) > 0) , soit pas de limite (cas Re(1 —2s) < 0 ), et f,(t?) et fi_s(t?) ont toutes deux pour limite 1 , donc

dans tous les cas la relation (RL) aboutirait & une contradiction a la limite ¢t — 0 .

Deuxiéme partie

Pour z € H , ’égalité zsinf + cos§ = 0 impliquerait (partie imaginaire) sinf = 0 qui impliquerait & son tour
cosf =0, donc cette égalité est impossible et le nombre complexe Ag(z) = % est bien défini. De plus, sa

partie imaginaire vaut, aprés calculs en remplacant z par x +iy ,x € Ret y € ]Ri :

I (4g(2) =~ v

= >0,
|zsin @ +cos 0> (xsinf + cos 0)? + y*sin® 0

donc Ap(z) e H .

Vérifions les deux propriétés d’action d’un groupe. D’abord, clairement, A(z) = z (action de I’élément neutre). Puis,
pour (6,0") € R? | en utilisant les formules d’addition :

zcosf —sinf

zsinf + cos 6’
Ag: (Ae(z)) ~ ZcosO—sind

cos@ —sind’

L T sind o'
zsin 6 + cos 0 SILG  cos

zcos(0 +0") —sin(0 + 0")
zsin(0 + 0") + cos(0 + 0")
= Aoyo(2) , cqfd.

Appelons D le dénominateur de Ag; D = zsinf + cosf . On a apres calculs

|zcos 0 —sin6|” + |zsinf + cos > |2> + 1
|D|? ~IDP

|A9(Z)|2 +1=

Or on a vu que Im(A4y(2)) = IliD(lel , donc il en résulte bien que

I ETI0) it T R
2Im(A4p(2))  2Im(2)

c(A6(z))

Par action de groupe on a Ag(z) = A#'(z) & Ap_g¢:(2) =2 . Or, en posant z =z +iy , z € Ret y € R :
Ag(z) = 2z < zcosf —sinf) = z(zsinf + cosb)

— zcosf —sinf = xz(zsind + cosf) —y?sinf (1)
ycosf = aysinf + y(rsinf 4 cosd) (2)

L’équation (2) implique zysin® = 0 , soit x =0 ou § =0 [«] . Mais si = 0 avec 7 # 0 [r] , ’équation (1) implique
alors y? = 1, soit, puisque y > 0, y = 1 et finalement z = i . Donc on a bien que, si z # i , les équations (1) et (2)
impliquent =0 [n] .

Réciproquement, il est évident que si § = 0 [n1] , alors Ap(z) = 2z .

9.



7°)

a)

b)

8°)

a)

b)

Comme c est invariante par la transformation Ay , ¢ est constante sur une orbite. Donc tous les points z = x 4 iy de

Porbite de zg vérifient )
zI*+1
c(z) = c(z0) <= | |2y = ¢(20)

=+ (y- c(zo))2 =c(z)? -1,

or cette derniére équation est celle d’un cercle de centre de coordonnées (0, c(zo)) , C’est-a-dire d’affixe ¢(zp)i , et de
rayon y/c(z9)2 — 1.
Remarquons de plus que ¢(zp) —1 > 0. On a en effet les inégalités

2 2 1 2
clx +iy) = % (2) %(er %) (2) 1.
Or, si ¢ # 0, 'inégalité (1) est stricte, et si y # 1, I'inégalité (2) est stricte (elle équivant en effet & (y —1)2 >0 ).
Pour montrer que tout le cercle est atteint, nous allons utiliser le deuxieéme théoréeme du relevement. La fonction
0 — Ap(z) est de classe au moins C! sur R |, comme quotient de deux fonctions C' avec un dénominateur
Ag(20) —ic(20)
c(z9)? =1
constamment |g(6)| = 1, la fonction g se releve en e?(¥) avec ¢ de classe C'! sur R . De plus, par 6)d), g est injective
sur [0, 7r[ (par exemple), donc ¢ a fortiori aussi. Or une fonction continue injective est strictement monotone. De plus
on a g(0) = g(m) , ce qui impose ¢(0) = p(7) + 2kw , k € Z . Nécessairement dans cette derniere relation k # 0 ,
donc ¢ décrit un intervalle d’amplitude au moins 27 , i.e. tout le cercle est atteint.

y

ne s’annulant pas, donc, d’apres la remarque ci-dessus, la fonction g : 0 — aussi. Comme on a

Ay(zg)

ic(z,) A(E(?)

En utilisant la formule donnée dans 1’énoncé on trouve apres calculs :

(-2
(cos® 6 4 t*sin? 9)2

J(t,0) =

On remarque que ce jacobien est # 0 lorsque ¢ €]0,1] .

2 2
Assertion (1) : U(]0, 1[xR) est la réunion des gercles Cy t2€]0, 1], de centres zt—QJ’t_—l et de rayons respectifs 1—5% .
Or un point z € Cy s’écrit sous la forme z = zt—QJ’t_—l + 1—5%61'0‘ , d’ot1 on voit que z 417 = 1—2"Z—t ((1 —t)et* +i(1 +t))

et z—i= 1—2_t—t((1 +t)e' +i(1 — t)) , et finalement

_ (1_t)2(1+t)20052a+((1+t)sina+(1—t))2 _ (1—t)2

L+t) (1—t)2cosa+ (1—t)sina+ (1+1)> L+t

-2
zZ—1

z+1

On en conclut que C} est exactement le cercle des points z vérifiant ‘z _T_ 2 ‘ = %% = cste (on sait que c’est un cercle

“s’enroulant” autour du point 7 et situé dans le demi-plan des y > 0 si la cste est < 1 ). Donc déja U(]O, 1[><]R) cH .

Mais réciproquement, pour tout point de H’ on peut définir k = | — i) avec 0 < k < 1 , donc ce point est sur le
p P P p Z 1

cercleCttelquek:%%g@t:%—_k_

Assertion (2) : On vient de voir que si U(t,0) = U(t',0") = z , alors en posant k = ‘
ensuite, on sait d’apres 6)d) que U(t,0) =U(t,0) <0 —6¢ =0 [n] .

z—i
zZ41

9.



Troisiéme partie

9°) Par les théorémes généraux, U est une fonction C*° sur (]0, 1[><]R) , donc, pour tout ¢ € C®(H') , ) = poU est C

10°)

a)

b)

11°)

par composition. De plus elle est périodique de période m par rapport a 6 puisque U Vest (8)b)). Donc V' va bien
de C'> (H' ) dans C'*° (]0, 1[><]R)per . De plus, V est clairement une application linéaire par définition de la somme de
deux fonctions et du produit d’une fonction par une constante.

V est injective par surjectivité de U : si p1 0 U = a0 U , @1 et ¢y coincident sur H' = U (]0, 1[xR) .

Montrons que V est surjective. U vérifie, par 8) les hypotheéses du théoréme d’inversion globale (injectivité et jacobien
non nul) sur |0, 1[x]0, 7| et sur |0, 1[X] — 7/2,7/2[ . On a U(t,w) = it et U(t,7/2) =i/t . Donc la fonction

Uy : (t,0) €]0,1[x]0, n[— U(t, 0)
réalise un C*°-difféomorphisme de 0, 1[x]0, 71| sur Hy = H'\ {it,t €]0,1[} . De méme la fonction
Uy : (t,0) €]0,1[x] —7/2,7/2[— U(t, 6)

réalise un C*°-difféomorphisme de 10, 1[x] — 7/2, 7/2[ sur H; = H'\ {i/t ,t €]0,1[} .

y y
b2l Hy
1 Pl
0 X 0 X

Soit ¢ une fonction quelconque de C*°(]0, 1 [xR)per . On a que les fonctions 1oU; ! et ¢poU; * coincident sur HyNH} .

En effet, soit z € Hy N H, et (to,00) = Uy (2) , (t1,61) = U;'(2) : comme par définition U(tg,0p) = U(t1,60:) , on
aty=ty et O — 6 =0 [1], et donc par propriété de m-périodicité de 1 , 1o Uy *(2) = ¢ o U; *(2) . Donc on peut
définir au moyen du couple de fonctions (w o Uy Lo Uy 1) une unique fonction ¢ définie sur H' et C*° sur ‘H' . En
effet, pour tout point z € H' , z est dans 'un des deux ouverts H{, ou H} et ¢ est définie localement au voisinage de z
par 'une des deux fonctions ¥ o Uy Loudo Uy 1 qui sont C*° par composition. Enfin, comme avant par m-périodicité,
puisque Uy ' o U(t,0) = (',0') tel que U(t',0") = U(t,0) ,on apoUy oU(t,0) = (t',0) = 4(t,0) , et de méme
YpoU olU =1, si bien que g o U = 1) et ¢ est un antécédent de ¢ par V.

On utilise la définition de U et la loi d’action de groupe sur les Ag : on a U(t,0 + 0y) = Age, (it) = Ag o Ag, (it) .
Donc,

VipoAg)(t,bp) =poAgoUl(t,0)) = po Ago Ag,(it) = poU(t,0+ 6y) = (V((p) o 7‘9) (t,600)

Tout élément de de C>(]0, 1[><]R)per s’écrit par 9) ¢ = poU ou ¢ € C°(H') . Alors, en utilisant la propriété admise
de D et le a) :
Dpom) =D(V(p)om) T VoD(poAy)

@) 7 (D(p) 0 Ag)

a)

= V(D((p))OTgZDoong

La fonction y — y° est C* sur R7 , donc la fonction z — w(z) = (Im z)s est C'° sur ‘H . Donc, par composition,
la fonction w o Ay est C'™° par rapport aux trois variables (z,y, ) pour z = x + iy € H et € [0, 7] (ce qu’on notera
(z,y,0) € H x [0,7] ). Cela signifie en particulier qu’on peut dériver partiellement & tout ordre la fonction (Ay(z))” ,
avec des dérivées partielles obtenues continues des trois variables (z,y, ) sur H x [0, 7] . On peut donc appliquer de
maniére répétée le théoreme de dérivation des intégrales propres a parameétre, ce qui montre que @4 est C™ sur H .
Pour tout z € H et tout 6y € R on a

@5 (Agy(2)) :/OF(ImAgoAgo(z))sdHz/()W(ImA9+9O(z))sd9 :

-4 -



12°)

13°)

14°)

Or, comme la fonction 8 — Agy(z) est m-périodique et qu’on intégre sur une période, on peut effectuer le changement
de variables § = 6 + 6, dans la derniére intégrale sans avoir & changer les bornes. On obtient ainsi ¢4 0 Ag, = @ .
Par le théoreme de dérivation des intégrales a parametres évoqués ci-dessus, on peut dériver ¢ sous l'intégrale, soit :

D(ps(2)) = / D(wo Ag)db .
0
Mais on a admis (puisque w est C* ) que D(w o Ag) = D(w) o Ay . De plus,

D(w) = 92(% + ;—yg)(ys) =s(s—1)y’ =s(s — 1w .

On en déduit bien D(yp;)(z) = / s(s —1wo Ap(z)dlf = s(s — 1)ps .
0
On remarque que A /o (%) = % =it , donc 'invariance de ¢, par A,/, montre la propriété :

Fy(t) = @s(it) = @q 0 Aw/2(%) = ‘PS(%) - F(%)

us ts
On a Fy(t) = / 5 55 A0 . Comme l'intégrande précédente est intégrable car continue de 6 , on peut
o (cos® 64 t”sin”0)

effectuer le changement de variable donné par le C'!'-difféomorphisme 6 +— u = cotanf de ]0,7[ sur R . On obtient
1 1 2
=1 :
sin? Ode ot sin” tu

o0 ts
Fq(t) = du .
( ) /—oo (t2 +u2)s(u2 + 1)1—5 u

alors, avec du = —

On en déduit une expression intégrale de Fy_ (%) dans laquelle on effectue le changement de variable v = v/t (justifié

part>0):

1 oS} ts—l oS} tl_s
Aol (2) = du = d
! (t) /_OO (/8% +u®) '~ (u? +1)° " /_OO (t*u? + 1) 5 (u? +1)° "

/OO ts d

= v .
= (’U2 i 1)1—5(,U2 +t2)s

On voit ainsi que Fl_s(%) = F,(t) et on conclut par 12).

Montrons que F est solution de (E%) . Posons comme suggéré i(t,0) = F,(t) . Alors, suivant ce qui est admis, puis
par définition,

D()(t,0) = - ! = (1 —tH)F/(t) —2t*F.(t)) =V oDo V= oyt )

Or, par invariance de 4 par Ay ,
w(ta 9) = Fs(t) = (ps(it) = PsO AH(it) = @sO U(ta 9) = V(@s)(ea t) .

On en déduit que

VoDoV™! o(t,0) =V o D(ps) = D(ps) o U(t,0)
w s(s = 1)ps o U(t,0)
= s(s — 1)F(¢)

On a donc finalement pour tout ¢ €]0, 1],

7 (P(1—)F/(t) — 26°Fl(t)) = s(s — 1) Fy(t)
ce qui est I’équation (E%) . D’apres la premiére partie (5)b)), on a donc 'existence d’une famille de scalaires (g, ps)

telle que
Vse C\Z+1/2 Fs = \s®s + psPr1_5 .

Mais les fonction Fy et F}_, sont identiques, donc par unicité de la décomposition dans une base, on a A\1_s = us ,
cqfd.



15°) On a d’apres ce qui précede et la premiére partie :

Fy(t)
ts

" do N
:/o (cos® 6 + 2 sin? 6)° = Ao fs(t?) + Aot 72 fio s (87)

Par hypothese Re(1—2s) > 0, donc t172% — 0 quand ¢ — 0 . Comme de plus les fonctions f, sont continues et valent
1 en 0, le troisieme membre de 1’égalité ci-dessus admet la limite fini A; quand ¢ — 0 . Or, le deuxiéme membre de
de
(cos® 0 + t*sin6)°
dans cette intégrale est continue des deux varaibles (t, ) € [0, 1] x [07/2] et est dominée indépendemment de ¢ € [0, 1]

par la fonction

/2
cette égalité peut se réécrire (par symétrie par rapport & 7/2 ) 2 / . L’intégrande apparaissant
0

1 1 2 Res
[(cos? 0)°] = (cos 0)2 T = (1+tan”0)
u voisinage de m/2 , on a que tant ~ , donc la fonction (1 + tan ~ ————r— est intégrable
Au voisinage de /2 0 W;—H donc la fonction (1 2)e P 19)2Res intégrabl
_ /2 —

au voisinage de 7/2 , donc sur [0,7/2[, puisque 2Res < 1 . Le théoréme de continuité des intégrales & parametres
s’applique donc et montre que I’intégrale est une fonction continue de ¢ en 0 . Finalement, quand ¢t — 0 , on trouve a
la limite :

/2
As :2/ (1+tan29)sd9 .
0

™

Si on veut, on peut en utilisant le changement de variables 8 « + — 6 réécrire cette intégrale en

N

)\s:/ (1+cotan29)sd9 n
0



