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Deux exercices indépendants.
Exercice |l. Partie A

Question ) a) Laformule de développement du déterminant selgenae colonne est :

detM) — 3(-1)"IM;, defM]!
i=1

ou[M]! est la matrice obtenue en supprimanidme ligne et Igeme colonne di.

. . R lhn O
En développant successivement selon les colonn€s gesqu’aC, : def( On [: )) = det(D)

n
. In B . . In B
La matrice est triangulaire et donc dgt ) = 1.
On In On Il'l

. . R A0
En développant selon les colonnes, mais en commencafbpajusqu’aCp,, : def "D = detA)
n n

. . Ih O ln B ln B
Question ) b)  En effectuant le produit par blocg: " " | x " = A
On D On In On D

In On In B A O In B A O A B
et X X = X =
0, D On In On In On D On In On D

A B
Le déterminant du produit est le produit des déterminamtsg otiet(( 0. D )) = det(A) det(D)

n

Question ) c) Le déterminant de la transposée égale celui de la matrice:don

A On ‘A 'C
del(( C D >) :dem( 0, 'D )) = det’A) det(’D) = detA) detD)

. A B D Op AD-BC B AD-BC B
Question 2  Par blocs : X = -
CD -C I, CD-DC D On D

A B D On AD-BC B
donc ave, on assure que c(eé c D ) X ( )) = det(( ))

—C Iy On D
donc avec les résultats précédendetM) det(D) = det(AD — BC) det(D)

Si D est de plusnversible, on en tirg detM) = det(AD — BC)
Question3 a) PourDyx = D —xl,, on adetDx) = Pp(Xx) le polyndbme caractéristique d

Si I'on continue a supposer q, alorsCDy = DxC, et on peut appliquer le résultat précédent

tant queDy inversible, tant que d@Dy) + 0, donc tant quex ¢ S = SpeD) | le spectre dan€ deD.

C’est un ensemblBni deC, et six ¢ S, on a detfMx) = det(ADx — BC).

A B
Question3 b) Si0 ¢ S onadéjale résultat det c D = det(AD - BC) avecD inversible.

Si0e S alors il existeh = min{|1|, 1 € Spe¢D), 1 # 0} eth > 0.
Le déterminant est une somme de produits des coefficiedtsmdatriceM affectés d’un signe.
Chaque application composante pouj) fixé, M — M;; est continue de\,(C) dansC. En effet, elle
est 1-Lipschitzienne, puisqy®lij — Pi; | <.N.(M — P) pour tout couple de matricéd, P) de M(C),
en prenanN,(M) = sup |M;; | norme sutM(C)

e{1,..,n}

h

Par les théorémes opératoiresapplication déterminant est continue (1&1,(C),N.) dans(C, | |)

Et de méme pour toutes les normes, puisqu’on est en dimefisienelles sont équivalentes.



X

A B
Les application® : x — de( ) et¥ : x — det(ADx — BC) sont donaontinuesde C dansC.

Elles sontgalespourx ¢ S, donc pouix € B(0,h) \ {0} et par exempl@(z—ln) =Y (%) pourn assez

A B
grand. En passant a la limite quamé> o, on a® (0) = ¥ (0) de( c b ) = det(AD - BC) siCD = DC|.

Partie B La base canonique est la ba$e- (E11,E12 E21,Ez2) dans cet ordre.

Questions ) et2) TRaetLasont clairement linéaires et en détaillant 'image de larioaX = ( St/ )
z

alObo acO0O a—agq -qQc b 0

0Oao0Ohb bdO0OO . —-gb a-qd O b
onaRa = etla = . D'ouMp =

c0doOo 0 0ac c 0 d-ga -qc

0OcoO0d 0O0Obd 0 C —-gb d-dqg

l,—q'A bl
ainsi par blocs [Ma = al2—q 2
C|2 d|2—th

al —gA cls
b|2 d|2—C]A

C = bl etD = dl, — gA commutent donc on peut appliquer la pasie
detMa) = det((al2 - gA)(dl2 - gA) - bclz) = det((ad - bc) 12 — q(a+ d)A+ g2 A?)
Or(ad—-bc)l, = det(A)l, = Ax A car on reconnait eA la transposée de la comatrice Ale

Ainsi|detfMa) = det(Ax’A'—q(a+ d)A + quZ) = det(A) det(’A'—q(a+ d)l2+q2A)
(1-od-ag) (g2 Db )

(@*-Dc  (1-gy(a-day
Dans le calcul du déterminant, on peut (par multilinéaf@éjoriser(1 — q) dans la premiéret la deuxieme

d-ag -(g+1)b )

Question 3 a) D’abord, transposons : déa) = det('Ma) = ( ) et les matrices

Question 3 b) Par coefficients A - ga+d)l, +g?A= (

-(q+1)c a-dqg

colonne, d’otjdet(Ma) = (1 - g)?det(A) de(

Question 3 ¢) Cette derniére matrice a pour déterminant :
d-ag -(g+1)b
—-(q+1)c a-dq

de = (d-aq)(a-dq) - (q+1)%bc
= (a+d-a(@+1)(a+d-dg+1)) - (q+1)2bc
= (ad-bc)(q+ 12+ (@+d)*(1-(q+1))

Ainsi | detMa) = (1 - g)2det(A) (detA)(q+ 1)2 - q(Tr(A))?)

Question 4 a) Puisque I'on est dars, le polynbme caractéristique a 2 racines éventuellemearibodues,
qui sont les valeurs propres de comptées avec leurs multiplicités.
Tr(A) =a+d=a+p

detA) =ad-bc =a.f

Ainsi Pa(X) = X2 - Tr(A) X+ det(A) = (X—a)(X- ) avec{

Ainsi Pa(ga) = (ga — a)(qa — B)

etPa(ga) Pa(gB) = (qa —a)(ga - B)(QB — a)(9B - B) = (- D)?ap(qe - B)(aB — a)
= (- 1D?aB(af +q*af - q(a® + f?))
= (- D2ap ((1+a)’af - qla? + 2 + 2up))

On retrouve Pa(da) Pa(gB) = (1 - g)2 det(A) ((1+q)*detA) — q(Tr(A))?) = de(Ma)




Question 49 b) L’endomorphismeM : X — AX—gXA a pour matricMa dans la basé.
Il existe une matric®& non nulle, deM(C) telle queAB = gBA si et seulement si keM ) # {02}

si et seulement si d@¥la) = O si et seulement $Pa(qa) = 0 ouPa(gB) = 0

Or Spec€A) = {a,p} est'ensemble des racines Bg.
Donc (Pa(ge) = 0 0uPA(gB) = 0) < (ga = aouge = fouqp = aouqB = B)
et puisqueg # 0 etq + 1 cela équivaut §a = 0 ouga = BougB = aoufB = 0)

ou encore a(det(A) =0ouga = pouqp = a)

Question5  SiAestnon nulle, telle que kék1a) + {02}, distinguons trois cas ('endomorphisme
canoniquement asociéfaest noté).
« SidefA) # 0, alorsA admet deux valeurs proprdsstinctes(carq + 1) , le spectre est de la forme

0
SpecA) = {a,qa} (qui & échanger et ) doncA est diagonalisable efy; = ¢ )

0 qu

e Side{A) = 0et Tr(A) = 0, alorsA admet deux valeurs proprdsstinctes Spec¢A) = {0, Tr(A)}
0
et A est donc (condition suffisante de diagonalisabilité) dreajisable e\, = ¢ 0

« SidetA) = 0 et TA) = 0, alorsA a pour polynéme caractéristigia (X) = X?, qui est annulateur
pourf, O est la seule valeur propre (double). MAais: 0, donc il existev; tel quef(vy) = 0

01
et dans la famille libréf (v1),v1) la matrice dd estAz = 00 | Cette famille est libre

car siAf(vy) + uvi = 0, alors en appliquarif on auf(vi) = 0 (carf?(vy1) = 0)
doncu = 0, doncA = 0. C’est bien une base.

A est donc semblable & une matrice de I'un des trois types dgnné

Exercice ll. Partie A

Question 1) § Parrécurrenceyn € N, a, > 0 etb, > 0. (Initialisation et hérédite claires).

. an +bn—2/anb . .
Question1) H Vne N, ani—bpg = —— > Lusl g %(,/an ~ /b, )2qU|est donc positif.
Question 2  Initialisation : Pourn=1, ona0< a;, 0< bjeta;—b; = %(,/ao - Jbo )2 > 0.

O<bi+a;<2aidouaz <a
Donc| 0 < b; < a;|d’oul'on tire 0<b?<ab;dou0<b; <b et|0 <bi<b<a<a
etavec A)1)b) O az—bs

Hérédité : sila propriété 0< b, < b1 < an1 < @, est vraie a I'ordren avec les mémes arguments on assure
que 0< bn1 < bni2 < am2 < an1, donc la propriété est assurée a l'ordre 1.

Par récurrence, on a le résul|tpt)urtoutn >1:0< by <bpa <ana < an

. 2
Question3 Pourtoutn > 1 : (,/an —Jbn ) =an+by-2/anb, = a,+bn—2bn1 < an- by
Donc pourtoun > 1 : 0 < @p1 — bpaa < %(an — bn) et donclani1 — bnia| < %lan — bn|

N . a+1l-2/a
d’ou par récurrence|¥vn > 1 :|a, — by| < %ml— bi||eta; — by = #*/— = %(ﬁ —1)%

si0<a<lalorsO<a< Jadonca+1-2/a <l-aetla;—Dbs|< %|1—a|
Distinguons :
sil<aalorsO< 1< /adonca+1-2/a <a-1letla;—bi| < %|1—a|

donc|vVn> 1 :Jap—bp| < 2—1,1|1—a|

Question4 Les Qeux suitegan) - €t(bn), - SONt doncadjacentes car(an), - €st décroissante,
(bn) oy~ €St croissante €an, —bn) - 0.

Elles convergent donc vers la méme limitet on g pour toutn > 1 : 0< b, < ( < an




Partie B

Question )  Pour toutx > 0 servant de valeur initiale pour la suit® ), les deux suitegan(X)) .-
et (bn(X)) .y~ SONt adjacentes et convergent vers une lifix@. | C’est la convergence simple i, o[

1 1 1

. ap=0 a = = . ar> = =& ; a, = —/—

Question a) Pour< - ° Jona< 2 puis " 4 etparrécurrencd 2"
bo=1 b, =0 bo=0 n=0

pour toutn > 1. D’ou| f(0) =0

a=1 ai=1 , an=1 N
,ona et par récurrenc b 1 pour toutn > 1. D'ou| f(1) =1

bp =1 b1 =1 n=
Question 2 b) La suite(an(X)) .y~ décroit et(bn(X)), - Croit: onavx > 0, 0< bi(x) < f(x) < ai(x)

donc|vx >0, 0< /X <f(X) < XE llLa proposition demandée dans I'énoncé étant visiblemepbssible

puisque I'on n'a pag/X < xpourx € 10, 1].

|f (X) - bn(X)l < |an(X) — bn(X)l

Question PourA > 0, etn > 1, sur[0,A], 0< by(X) < f(X) < an(X) et
) { If () — an(¥)| < |an(x) — ba(x)]

or sur[0,A] : [an(X) — ba(X)| < 2—1,1 |[1-X] < % ouB = max(1,|A-1)).
Donc les deux fonctions — [f(X) — bn(X)| etx — [f(X) — an(x)| sont bornées sun,A] et

NRA(F - ap) = %ﬂf (X) —an(X)| < % qui tend vers 0 quand - oo,

d’ou| la convergence uniforme s{@,A] | de la suite des fonctior®n),, versf quandn tend verso.
De méme pour la suit@n) . verst.

Question 4  Parrécurrence les fonctiona, etb, sontcontinuessur[0,«[ donc suf0,A]. Par la convergence
uniforme suf0,A], la continuité se transmet a la fonctibrLa fonctionf est donc continue sur tous les
segment$0,A] pourA > 0 quelconque et fixé. Aindiest continue au voisinage de tousede [0,

car chacun d’entre eux peut étre mis dans un segffefit pour A assez grandf est continue sui0,o[

Partie C

Question ) Le contenu du radical reste strictement posgiiest continue et strictement positive $uto, oo.
De plus quand — o : ¢(t) ~ i t% fonction de Riemann d’exposasmt= 2 donc intégrable syd,oo].

Jt

De méme quantl— —oo. Ainsi| ¢ estintégrable suf-w,x[, et paire

Question 2  Notonsk : (x,t) — 1 . C’est une fonction de clas€} sur]0,o0[ x ]0,],
JE+x3)(t2+ 1)
etona :%(x, t) =-— T X 7 Considéronga etbréels tels que & a < b, et plagons nous sur
(t?+1)2(t2+x2) 2
le pavé :V(x,t) € [a,b] x ]0,], ‘%(x,t)‘ < ib 3 = w(t).
t2P+1)2(t2+a?)2

Cette fonctiony domine la dérivée partielle et elle estégrable sur]0,«[ (mémes arguments qu’en C) 1)).
Le thm de dérivation sous domination (de Leibniz) assuredpreg est de class€* sur[a,b] et que

g = J.: %(x,t) dt. Puisqu’on a le résultat sur chaque segniaytt] pour 0< a < b, comme en B) 4)

on assure qug estC! au voisinage de tous les> 0, donc queg estC* sur]0,o[ |.

Question 3 a) La fonctionS; est définie eC? sur I'intervalle]0,[, avecS;(t) = % (1 + tiz) > 0.

DoncS; est une bijectiorCt de]0,00[ surS(]0,[) = ]-w,[, c’est méme urC!-difffomorphisme entre ces
intervalles. (Thm de caractérisation des diffeomorphisooel hms de la bijection et de sa dérivation).



Question3 b) Le changement de variable est@h-difféomorphisme, qui conserve l'intégrabilité et la uale
de l'intégrale. De plussl= = (1 + t_ﬂ) dt pourx = aff et:
a®p? 2 . p2 1 42, ,2v@42 ., p2
—— —20f+a -+ +2aP | = F(t +a“)(t“ + p°)

(a+ﬁ) (t—aﬁ) (#) =%(t2+ it

Z““H(—%)wzﬂw“if%ww) 3 )
onc:
" ds B P dt
I_w \/(SZ+ (izﬂ)z)(szﬂlﬁ) ? IO( ¢ ‘/4—%2(t2+a2)(t2+/32)%(t+ %)2
donc|Va > 0, VB > O, Jm ds =2on dt
O R
. N e d _ ) d
Question 3 c¢) Par parité .I_OO ‘/(52+ (%;z)(suaﬁ) =2 . ‘/(52+ (#)Sz)(suaﬁ)
: dt _ Iw dt
o [t +a?)(t?+ B?)

donc|Va > 0, Vg > 0, I >
0 \/(t%(%) )(t2 + ap)

Partie D
Question )  Avec la question ci-dessus : paur= a,(X) > 0 et = by(X) > 0, pour toutn € N
J'w dt = J dt indépendante de.
+ba(x)) 0 [t +a2,,(x))( + b2, (X))

o [t +aZ(x)(t?+

Donc, en remontant jusquia= 0, etag(x) = X > 0, bo(x) = 1:
vx>0,VneN, Jm dt = Jm dt = g(X)
0 [(t?+a2(x)(t? + b3(x)) o J@+x®)(t2+1)

Question 9 a) Pour toutt > 0 etx > 0 fixés, la convergence simple des sult@s(x) ) .- €t (bn(X)) oy

versf(x) > 0 assure qudim hn(t) = 1
v RO ~ 607

h, est strictement positive sid,[ pourn > 1 etx > 0.

Question 2 b)
De plus, puisqué&’x > 0, 0< /X < f(x), onat2+ /X2 < t2+ (f(x))? et dong 0 < hy(t) < =

Question 2 ¢) Pour toutx > 0 fixé, la fonctiont — tZJJ-rx domine la suite des fonctiorian), - €t elle
est intégrable syi0,[, car continue, positive siif,«[ et équivalente quanid— o, a la fonctiont — i,
dt

me‘[o hn(t) dt = J-() W

intégrable sufl,«[. Le thm de convergence dominée assure dond

dt = 109 [ ctar( 00 )]m donc| lim I: ha(t) dt = 2f7€X

Avecf(x) > 0, onade plu

% M, T
Question 2 d) La suite des intégrales est constante, drggc'flénmn(t) dt = IO ho(t) dt = g(x) pourx > 0
t| f est aussC? sur]0,o0] |.

avecg strictement positive et de clas€é sur]0,~[ e

donc| f(x) = 2g(x)




