Correction de la deuxieme épreuve de mathématiques CCP 2010
Proposée par M. Chehabi

Quelques utilisations des projecteurs .

I. Des questions préliminaires
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On a A—i—Bz( )et(A+B)2:IgpuistEN,(A—l—B)%:Iget
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exp(B) =1+ B = ( 1 (1] ) puis exp(A) exp(B) = (

— N P

1 0
(A+ B)**1 = A+ B. Donc

X(A+B)" XUu+rp* XUt
exp(A+B) = ;% - ;(@TR Z< (2k +)1)!
+00 +oo
_ Z@b + me + B) = ch(1) I + sh(1)(A + B)
k=0 ' k=0 '
_ ( ch(1) sh(1) )
sh(1) ch(1)

2. Si (A, B) € (M,(R))? tel que AB = BA alors exp(A) exp(B) = exp(A + B)

II. Un calcul d’exponentielle de matrice a 1’aide des pro-

jecteurs spectraux, cas diagonalisable

3. On considere 'application linéaire ¢ : IE)’"I[X] — R

Posons m = ﬁ (X —N).

=1

Soit P € R,_1[X].

Pe Kerg<—=Vie{l,..,r}, P(\)=0<= PcrR[X]
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Donc Kerg =R, _1[X]|N7R[X] = {0}.

On a ¢ est une application linéaire de R,_1[X] vers R" et dimR,_;[X] = dimR" = r
donc ¢ est un isomorphisme de R,_;[X] vers R".

On a (eM,.....e*) € R” et ¢ est bijective, donc il existe un unique polynéme
L € R, [X] tel que ¢(L) = (eM,.....,eM) et alors Vi € {1,...,r}, L()\;) = e™i.

o 1 s i=j
2 AN) = 4§ —
(a) V(i,7) € {1,....r}% Li(\;) = 0 { 0 siid]
(b) La famille (14, s, ...,1.) est libre de R,_1[X]. En effet, soit (a1, as, ..., ) € R"

tel que > oyl; =0 alors Vj € {1,...,r}, <Zaili) (A\j) =0 ,donc a; = 0.
‘ i=1

i=1
Comme dim R,_;[X] = r alors (I1,1ls, ...,[,) est une base de R,_;[X].

On a L € R,_1[X] donc il existe (a1, g, ...,c,.) € R" tel que L = > «;l; et alors
i=1

Vi€ {1,.nr), a = (;al) () = L(A;) = eM.

Ainsi L = Y"eMil;.
=1

5. Une propriété de 'exponentielle
M,(R) — M,(R)

M — PMP!
sion finie, donc cette application est continue.

(b) On a

(a) L’application est linéaire et M,,(R) est de dimen-

+o0 _ 00 —
PDP~1)k PDkFp~!
exp(PDP™1) = E [Cidoianoly :E il

k! k!
k=0 k=0
. ~~PDFP! _ —~DF\
= Jm > = m P ( ﬂ)P
k=0 k=0

Comme 'application M —— PMP~! est continue, alors

lirg P (E ﬂ) Pl=P ( lim Z—) P! = Pexp(D)P7".
nToTee k=0 v

n—>+<>0k:0 k"
Ainsi exp(PDP~') = Pexp(D)P~!.

6. On a A est diagonalisable, donc il existe une matrice inversible P € M,,(R) et une

M, 00
matrice diagonale D = | 0 € M, (R) telsque A = PDP! ou
0 0 Al

Vi € {1,...,r}, m; est 'ordre de multiplicité de la valeur propre \; et I,,,, € M,,,(R).



r—1
Posons L = > a; X"
i=0

r—1 r—1 r—1
OnaL(A) =Y A" =Y «a(PDP Y = > o,PD'P~' = PL(D)P~".
i=0 =0 i=0

(2

On a d’apres la question 3) Vi € {1,...,7}, L(\;) = e , donc

L\In) 0 0 L)L, 0
L(D) = 0 0 =1 0 0
0 0  L(A\In) 0 0 L)L,
M, 0 0
= 0 0 = exp(D)
0 0 eI,

et alors L(A) = PL(D)P™' = Pexp(D)P~! = exp(PDP™') = exp(A) ( d’apres
la question 5) b) ).

7. Soit A une valeur propre de v et  un vecteur propre associé.
p

Soit P = > a; X" € R[X], on a P(v)(x) = i:zp:laivi(a:) = i:zp:lai)\ix = P(\)z.

=1

(a) Soient j € {1,...,r}\{i} et z € E;. On a

pile) = L)) = 0L (0= Nid) | (v~ Ayid)(a)) = 0.
kI:Il()\z‘ — k) \bsti et ki
ki

Donc Vz € & E; ona pi(x)=0.
k=1

Soit x € E;, on a Vk € {1,....,r}\{i} , (v — Mid)(z) = (A — M)z et donc
1 r
kgl()\i — k) ki
ki

Comme F = E; ® é E} | alors p; est le projecteur sur F; parallelement a
k=1
kti

® Ey.

k=1

ket

(b) On a d’apres les questions 4)b) et 6), exp(A) = L(A) = Y etil;(A), et puisque
i=1

L(E) — M,R)
w —  Matg(w)

I’application Matp : est un isomorphisme d’algebre,

3



10.

11.

12.

13.

14.

alors Vi € {1,...,r} Li(A) = Matg(l;(v)) = Matp(p;) et donc exp(A) =
YoM Matp(p;).
i=1

III. Un calcul d’exponentielle de matrice a I’aide des
projecteurs spectraux, cas non diagonalisable

Soit u € L(E) dont le polynome minimal est m, = (X — 1)*(X — 2).

. u n’est pas diagonalisable car son polynome minimal n’est pas a racines simples .

1 1 0
Onprend A= 0 1 0
0 0 2
On a le polynome caractéristique de A est x4 = —(X — 1)*(X — 2).
1
On a E(A) = Vect(xy) ou 3 = | 0 et dim F1(A) = 1 cette dimension
0

est différente de 2, I'ordre de multiplicité de la valeur propre 1, donc A n’est pas
diagonalisable .

Posons 74 le polynome minimal de A. On a 1 et 2 sont racines de w4, 74 unitaire
divise x4 et T4 n’est pas & racines simples, donc m4 = (X — 1)*(X —2).

Onam,=(X—-13*X—-2)et (X —1)>A (X —2) =1, donc d’apres le théoréme de
décomposition des noyaux et le fait que Kerm,(u) = F, on a :

E = Ker(u—id)* ® Ker(u — 2id).

On considere p = (u — id)* et ¢ = uo (2id — u).
Onap+q=(u’—2u+id) + (2u — u?) = id.

Soit x € Ker(u — 2id), alors u(z) = 2z donc p(z) = (u? — 2u + id)(z) = z.
Soit x € Ker(u —id)?* alors p(z) = (u —id)*(x) = 0.

Comme E = Ker(u—id)*® Ker(u — 2id) alors p est le projecteur sur Ker(u — 2id)
parallelement & Ker(u — id)?.

On a g = id — p, donc q est le projecteur sur Ker(u — id)? parallelement & Ker(u —
2id).

Soit x € F.

(a) On a p(z) € Ker(u — 2id), donc (u — 2id)(p(x)) = 0.



15.

16.

17.

18.

(b) Montrons par récurrence que Vk € N, u* o p = 2Fp.
Pour k£ = 0 c’est trivial
Pour k=1, on a d’apres a), (u — 2id) o p = 0 donc uwop = 2p.
Soit k > 1, supposons que v o p = 2Fp.
Onaulop=wuo(uFop)=uo (2Fp) =2"uop=21p
Ainsi Vk € N, uF op = 2Fp.
L(E) — L(F) " R — L(F)
= vop wo up
tinues ( car sont linéaires et L£(FE) et R sont de dimensions finies ), donc
o0k o0 1 +o0 9k +o0 9k
exp(u) o p = (RZ_OF> °r =2 (ufop) = TP = (lgog)p =%

et alors 3 = €.

(¢) On a , les applications sont con-

On a ¢ est le projecteur sur Ker(u — id)? parallelement & Ker(u — 2id), donc
(u —id)? o q =0 et alors Vk > 2, (u —id)k o g = 0.

On a id et (u —id) commutent , donc exp(id + (u — id)) = exp(id) exp(u — id) et
puisque exp(id) = e(id) alors exp(u) = e exp(u — id).

Donc

X (u — id)*
exp(u)oq = eexp(lu—id)og=ce ZT oq
k=0 '
+o0 1

= eZH (u—id)*oq) =e(q+ (u—id)oq)=e(uoq)
k=0
et alors v = e.
On a exp(u) op = fp et exp(u)oqg=-y(uoq), donc

exp(u) = exp(u)o (p+q) = exp(u) op+exp(u)oq=pFp+7(ucq)
—yu® + (B + 27)u* — 2Bu + Bid = —eu® + (€ + 2e)u® — 2e*u + e*id.

IV. Un calcul de distances a 1’aide des projecteurs orthogo-

naux

d(z, F) = ||z = pr(2)]|

1
Onan e E\{0} et H= (Vect{n})* donc E = H @ (Vect{n}).
Soit x € FE, alors il existe a € R tel que = = py(x) + an , donc
(z,n) = (pu(x),n) + (an,n) = a|n||> (car (pg(x),n) = 0) et alors o =

donc

d(x, H) = ||z — pr()]| = an|| = Kﬁ;ﬁ”




19. Une application :

(a) H={M € M,(R);Tr(M) = 0} est le noyau de la forme linéaire non nulle
"M —  Tr(M)
OnaVM € H, (I,, M) =Tr (*I,M) =Tr (M) = 0 donc I,, € H*, et puisque
H est un hyperlan de M,,(R) et I,, # 0 alors H+ = (Vect{I,}).

(b) Soit M € M, (R), on a d’apres la question 18)

, donc H est un hyperlan de M,,(R).

(M, )| _ |Tr(M)|

N
M) = = R

20. E=R?, F =Vect{(1,0)} et z = (1,1).

VyeF, ilexiste o € R tel que y = (o,0) , donc No(x —y) = max{|l —af,1} > 1
et alors en passant a la borne inférieure on a d(z, F)) > 1.

Pour yp = (1,0) € F on a Ny(z — ) = 1 donc doo(z, F) < 1 et par suite
doo(x, F) = 1.

Notons A = {m € F; Ny(x —m) = dw(z, F)}
Soit m € F tel que Noo(z —m) = dy(z, F) = 1 alors il existe @ € R tel que
m = («,0).
Nyo(x—m) = 1< max{|]l—qal,1} =1
— |1-a|<1
<~ a€]0,2]

Donc 'ensemble

A={(a,0) €R* a€[0,2]}

Ainsi doo(x, F) est atteinte en une infinité d’éléments de F.



