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Théoreme de De Moivre-Laplace

Résultats préliminaires

1 > Formule de Stirling : n!  ~ /27n (ﬂ)n
n—+00 €

!
Ona —%—= — 1, posons pour n € N* g, =

77,' 1 v s .
: = — 1 ,cette suite vérifie e — 0Oet
\/271'71(%) n—400 ’ LN

Vn e N*, nl=+v2mn (g)n (1+e,).

2> Soitz €eRetn=|z] =max{ke€Z,k<z}.Doncn<z<n+1etn=][z]lapartie entiere de x , ainsi

Sim=[z] =min{k € Z,x <k} alorsx=msiz€Zetm—1<z<msiz¢Z, ainsi

(ﬂ—{ []+1 siz é¢Z

T six €7Z

Onaalors [z] —1l<z<[z]letz<[z]<z+1
Soit A € R} et p € R.

— Ona Axt+p—-1<|[dz+pul <AXz+pet 1—1—% < % < 1—|—%par le théoreme d’encadrement on a

[Az+p]

v —  let

T— 400

[Ax+p| ~ A

Tr— 400

N . f 1o [ Aztp
— De méme on a Az + p < [Ax 4+ p] < Az +p+1, on en déduit = — 1

r—r+o0

[Az + p] et Az

+oo
3> Oat?d(t) = 2 0 donc @ est integrable sur R et 'intégrale / ®(t)dt converge.
T—r 00 — 00
4> In(z+1) :x—§+0(x2) donc
((z) = (z+1)In(z+1)
— oLt to(@?)
= z- 5 +aitolz
22
= o+ +o (z?)

Etude asymptotique d’une suite

Soit n € N*, on note z,, = [np — q] et p, =P (X,, = z,,) .
5 > Soit m € [0,n] tel que
P (X, =m)=max {P (X, =k),k € [0,n]}

la suite (P(X = k));¢[o,,,) change alors de sens de variation en m de sort que

P(X =m) P(X =m+1)
PX=m-1 =" T =my =1



On sait que X,, — B(n,p) donc

P(X =k) (R)  pg"*  m41-kp

PX=k-1) () tgvk+t kg

: n+l—mp n—mp :
par suite - p >1let prow < 1 ce qui donne

(n+1)p>m et (n+1)p<m—+1
qui s’écrit (n+1)p—1<m < (n+1)pet

np—q<m< (np—q)+1

Ainsim = [np —q| =z, .

6 >

— D’apres la question 2 on a

T ~ n
n n—-+oo p

etn—xz,=(1—-pn+o(n)doncn—=xz, ~ ngCequidonne lim z,=+ccet lim (n—x,)=+c0.
n—+4o0o n—+4oo n—-+4oo

— Onap, =P(X,=2,)= (x’:l)pannfrn . Comme z,, njroo +oo et (n—xy,) nﬁ—}roo +00, la formule de Stirling

donne

. vV ()"
) S T G Vi e ()
Vnn"
nstoo 21z, (n — xp) T (n—x,)" "

de plus z,(n — ) et n?pq donc

n'll

n
(M) n—4o00 m\/ﬂxff (n _ xn)niw"

qui donne

N Ty ,N— T

N n'p'rg
n—+oo \2mair (n — x,)" "

vV 1PqPn

7> Soitn>max{2 1}.

q’'p
Puisque 2, = [np — q| alors np —q <z, < (np—q) +1et =L < 2222 < 2 On a alors ;—g < % et ;—(’; < % ,
P g A 3 Ln—NMp _ np—Tn _ 3 3 Ln—MPp np—Tn
den>max{q,p}0ndedu1tque o > —let = > 1a1n51C( s )et(j( o )ontunsens.
Ecrivons
nnpwnqn—xn B (np)wn (nq)nfﬁl/'n
gt (n—xy)" " et (n—x,)" "

B I N e N
B np ng
B T, T T, —n+Ty
 \mp ngq
et | Z» i exp (—z,In(%2)) = —np (e — de mé =z, )T - 2=t i
o = exp (—z,In (2 = exp | —npC o )) de méme T = exp | —ngC d ce qui

xnsznqn_)znz = e—np((””nifp"”)—nq((%)
TR (N —xg, "




8> Onaz,=[np—gqletnp—q<mz, <(np—q)+1donc =2 < =" < 2 qyon éerit 2212 = O(L)

n
La question 4 donne

)= B O et ¢ (M) = BT o)

np np nq nq n

par suite

np ng

np¢ <x” _np> + ng¢ (np_z"> = 0(%)

7"’74(%r;"p)fnqc(np;;n) — 0 on en déduit :
n—-+oo

et e

1
V1PqPn n—>_-i>-oo E

Convergence en loi

9 > Soit n € N*. On a X,,(©2) = [0,n] donc Y, () = {7k, k € [0,n] }.
Pour k € [0,n] ,P(Yn =7nk) =P (X, =k) = (Z)pkq"’k .
On sait que E(X,,) = np et V(X,,) = npq . De la linéarité de l'espérance on déduit :
1
E(Y,) = E(X,) — =0

Les propriétés de la variance donnent :

Donc Y,, est une variable aléatoire centrée réduite.
10> Onaa<b, o= \;Tﬁq\/ﬁ, T = \/%\/E . 11 existe N1, Ny dans N* tels que si n > N; alors 7,90 < a et si

1 _ I * : 1
n > Ny alors b < 7, ,, ,de plus Tnpa nﬁ—_ioo 0, pour € = b — a il existe N3 dans N* tel que si n > N3 alors o <e.

Ainsi pour N = max(Ny, Na, N3), si n > N alors [a,b] C [74.0, Tn.n] €t = < b— a.

Vpq =
11 > Soit t € R, ky(t) = |/npgt + np| et e, (t) = k"(tzﬁ . De l'inégalité

kn(t) < /npgt +np < ky(t) + 1

ona )
t) <t< t
en(t) < en(t) + NoTi
Qui s’écrit 0 <t — e, (t) < \/%pq , ainsi lirf en(t) =t et (en),cn- converge simplement sur R vers e : ¢ — ¢ .
n—-—+0oo
12 >

— Ona
b T, ky (b)+1 Tn,kp (a) b
/ @(t)dt—/ CIJ(t)dt:/ <I>(t)dt+/ O(t)dt
a T a Tn,kn (b)+1

n,kn (a)
Remarquons que 7, i, (b)+1 = Tnkn(b) + \/%pq n_}—j_oo bet 7 k. (a) nj_oo a et ® est continue donc

Tn,kp (a) b
/ syt — 0 et/ BByt — 0
a Tn,kn (b)+1

n—-+4oo n—-+oo

et

Tn,kn (b)+1 b
/ D)t —> / B(#)dt

n—-+oo
n,kn (a)



— Nous avons
K (b)

Pen(a) <Y, <e P(Y, =Tuk)
k=kny(a)
Soit m € [ky(a), kn(b)] , on a k,(t) = m pour tout ¢ dans [Ty m, Tn,m+1[ par suite
en(t) = Tnm et fn(t) = /npg P (Y, = 7, ) donc f,, est en escalier et

kn (b) En (D)
P(en(a) S Yn S en(b)) - \/,,17](1 Z Tn k Z Tn,m+1 - Tn,m) fn(Tn,k)
k=ky (a) k=kn(a)

on reconnait 'intégrale d’une fonction en escalier sur 'intervalle [Tn,kn(a), Tn,kn(b)+1] , ainsi

P (en(a) < Yy < en(h)) = /T"'k"(b)“ Falt)dt

n,kn(a)

13 > Soit n € N*et k € [0,n—1] . On a f,, (Thx) = ,/npq(Z)p’““q”’}C , d’apres la question 1 :
nl =+2mn (2)" (1 +e,) ce qui donne

(1) = L V/nn™. 1+e,
MOV Skt — k)kE. (n— k)" (L k) (T+ eni)
écrivons n™ = n*n""* | ce qui donne

1 pgn? prqgn* 1+e,

In (Tnk) \/* k(n — )(E)k(ank)nik (I +er)(14+en—r)

n

14 > Soit t € [a,b] , les équivalence k,(t) = ~ npetn—Fk,(t)= ~ ng donnent

n—-+o0o n—-+oo

\/ pqn? N pqn® 1
kn(t) (n — kn(t)) no+oo || np (ng)

et ep, () n_>—_>~_oo 0, ainsi

N L ! 5o
kn(t) (n = kn (1)) notoo ™ (L, (1) (14 €nn,n) ot

15 > Soit n € N* et k € [0,n] tels que maux{1 /nipﬂ/n%} X | T k| < 1.

Donc 1/nianJC >—1et —, /n%ka > —1 ce qui permet d’écrire

() = ()
= oo (ot )

(57 = o (o-mm(n2h)
o (- (/)

l{)kq - = e—npg( ﬂan k) nq((— nq"'n k)
(%) (%%%)

16 > On sait que 7, () = en(t) — t,le développement limité de (donne

n—-+4oo

q 1
npQ (,/npmk ) VANPTy g, (1) + an Jen(ty F0 (1)

et

ainsi



et

P 1
ng¢ (—, / ann,k”(t)) = —/NqPTn k(1) + §PT72L,kn(t) +o(1).

de la question 15 on a
pk:n(t) n—ky (t) 2

(kn(t))k"(t) (ki(t))n kn (1) ntoo

17>
— Les questions 13 , 14 et 15 donnent

1 pk?n(t)qnfkn(t)

I (ntn0) o 5o o (fot) o (""%u))nikn(t)

n n

done fu (Tuu(®) = Fulen(t)) | = F=e™ .
Soit N définie dans la question 10 et n > N donc [a,b] C [Tn,0, Tn.n] €t \/rpq <b-—a.
Donc il existe un entier m tel que ¢ est dans [Ty, m, Tn,m+1[ Par suite k, (t) = en(t ) = Tn,m €t
In(t) = /npqg P(Yy = Tnom) , fn est constante sur [T, m, Tnm41[ dolt fy (en( )) fn(t) et
fult) —5 =T = (1),
n—-+400 \/ﬂ

— On a f,(t) = /npq P (Yn = Tn,kn(t)) = /npgP (X,, = kn(1)) .
D’apres la question 5 0 < f,,(t) < \/npq p, avec p, max {P (X, =k),k € [0,n]}.
3 s , 1 . . . 4 ,
Dans la question 8 on a démontrer que /npgpn, n_)—j_ _ V3D ¢e qui prouve que fn est uniformément bornée
(majorée par une constante M indépendante de n). Le théoreme de la convergence dominée appliqué sur le

segment [a,b] donne

b b
/a fa(t)dt njw /a d(t)dt
18 >
— De la question 12 et la relation 7, p11 = T k41 + \/W on a
en(b)+7\/i7m

P (en(a) < Y, < en(b)) = / N Falt)dt

frn est uniformément bornée par M < 0 donc

b €n (b)"l‘ %
[ s [T et < v
a en(a)

<|a— en(a)] + ‘b—en(b) _ \/%D

la majoration de la question 11 donne

b en(O+ mg 3M
n(t dt—/ L()dt] <
LfU R0 —

— 0. Finalement on écrit

n—r+00
/ (bt — / (1)t

P (en(a) < Yo < en(b)) — [7 fult)dt

qui tend vers 0 , ainsi

b
P (en(a) < Y < en(b)) —/ B(t)dt| <

P (en(a) < Y, < e / Fa(t)dt] +

les deux quantité tendent vers 0, d’ou



— Soit N définie dans la question 10 et n > N donc [a,b] C [Th.0, Tn.n] €t = < b — a.
Rappelons que Y, (Q) = {11,k € [0,n] } et e,(t) <t <en(t) + —=

vnpq -
Remarquons que Y, (Q) N | e, (), en(t) + \/iﬂ { = & , ce qui donne
P(en(a) < Yo S en(d)) = P (en(a) < Ya < ealb) + o)
— P(Y,=en(a) +P (en(a) <Y, < en(b) + w%q)

D’autre part

1
P (Yo = en(a)) =P (Xn =kn(a)) Spnetpn  ~ V2mnpg’

donc P (Y, =e,(a)) — 0.

n—-+o0o

Ce qui prouve P (e, (a) <Y, <e,(b) —P(a <Y, <b) — 0, il s’en suit alors

- n—-+oo

- n—+o00

Pla<Y,<b) — /b<I>(t)dt

Applications

19 >
— Soit T' € R% et n € N*, remarquons que P (=T <Y, <T) =P(|Y,| <T)=1-P(|Y,| > T), la variable Y;, est
1
centrée réduite donc E(Y;,) =0 et V(Y,,) =1, I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne P (|Y,,| > T') < T2 et

1
PV, ST)2P(Va <T) 21—

par passage a la limite on obtient
T
1
KTé(t)dtz -

— De la méme maniére puis que P (|Y,,| < T) < 1 par passage a la limite on a

/ e <1

-
Le théoréme d’encadrement donne

“+00 T
/ o)t = tim [ @)1

—0oQ

Foo 2 Foo 2
En en déduit / e Tdt =27 et / e tdt =+/7.

— 00 — 00

20 > Montrons pour tout b réel,

oo 2 +oo 2
La convergence de 'intégrale / e” 2 dt entraine : / e zdt — 0.
xT

— 00

Too € ¢ 2 €
Soient b € R et ¢ > 0. Fixons ¢ > max(0,b) tel que \/%/c e Tdt < 7 On a par parité \/% /_DO e Tdt < 2

too
1 T dt =
comme \/5/7 e zdt =1 alors ,

1 ¢ t2
— e 2dt>1—¢
\/27T /—c



P(Y,<b)— L [ e %dt

. < A, + B, +C o

On peut écrire

— 00

n=PY, < —c)
b 2
P(—c<Y, <b)— 4 ez dt

ez
c=ge [

OnaAd,=1-P(—c<Y,) et P(—c<Y,)>P(-c<Y, <c¢) donc

A
B,

0<A,<1-P(-c<Y,<c¢
et, d’apres la question 18 on a

lim P(—c<Y,<¢) e Tdt>1—¢

n—o00 ,/277 »[c

C

2
Cela montre que, pour tout n assez grand, |P(—c <Y, <c¢)— e_gdt‘ <e,et

_1
V2T

P(—c<Y,<c¢)>1—2

Ainsi A, < 2¢ .
Toujours d’apres la question 18, lim B, = 0, donc pour n assez grand, B,, < ¢ et, par choix de ¢, ona C < ¢ .
n—oo

b

P(Y, <b)— L ‘édt

\ﬁ < 4e , ce qui donne le résultat.

Nous avons donc démontré, pour n assez grand,

b “+o00
Comme P(Y,, <b)=1-P(b<Y,) =7 O(t)dt , alors P(b < Y,) "y / O(t)dt .
n—+oo [ n—+oo [,

Généralisation

Soit ¢ une fonction de R dans R, de classe C! et telle que ¢’ ne s’annule pas sur R. Pour tout n € N*, on note
Zn=@poY,.

21 > ¢’ est continue et ne s’annule pas sur R donc elle garde un signe constant, alors ¢ est bijecive de R vers p(R) .
Supposons ¢’ > 0 ,le cas ¢’ < 0 se traite de la méme manicre.

Soit («, B) € RZ, sia< B alors P(a<Z, <B)=Pla<goY, <B)=P(p(a) <Y, < ¢ !(B)) donc

B
Pla<Z,<B) — / B(t)dt
2

n—+4o0o 71(04)
1(8) B ) 1
par changement de variable u = ¢(t) on obtient / o(t)dt = / ®(p " (u)) ———du , ainsi
o a) a 90/(@ 1(“’))
g (e (1)



