Page 1 sur 6

Corrigé de I’épreuve de Mathématiques I1, série TSI, concours CCP 2006

LA 1 a af—y=0 @(9/:0

< dee R, g:c
x

S deeR, y=cx

Les solutions de (E7) : xy' —y = 0 sont donc les applications| R*™* — R |ou ¢ € R.
T — cx

b. Soit : R™ — R
r— —lnzx—1
Ve e R™, 20'(x) —0(x) = -1+ 1+Inx=Inx.
Donc 6 est solution particuliére de (E).

c. Les solutions de (E;) sont somme d’une solution particuliére et de la solution générale
de (E}). Donc 'ensemble des solutions de (Fy) est :

z— —Inz—14+cx

/ce]R}

{R**—)R

2. f est de la forme R** — R ou ¢ € R et vérifie f(1) =0« —14+¢=0.
r— —lnr—1+cx
D’ou :

f est lapplication : R™ — R
r——Inrx—1+zx

B. 1. a. R™ — R est solution de (E}) : 2%y —ay +y =0 &
T — x
Ve e R™, 2% afa—1)—a+1)=0 < (a—1)*=0
Sa=1

Donc une solution de (E%) est R™ — R
r—x

b. Toute solution de (E}) est de la forme R™* — R  ou K est C? sur R™ et vérifie :
x— K(z)z
Vo € RT,
2?(xK"(z) + 2K'(z)) — x(zK'(z) + K(z)) + 2K (2) =0 < zK"(x) + K'(z) =0
& (zK'(2)) =0
< INeR, zK'(z) = A
< 3d\ peR, K(z)=Anz+p

Donc une solution de (E}) linéairement indépendante de celle trouvée en I.B.1.a. est
Rt* - R

r—zxlnx

c. Les solutions de (E}) sont donc toutes de la forme :

Rt* - R
x— x(Anz + p)

ol A et p sont des réels quelconques.
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1 —1
2. a. Vo e R™, 2%yj(z) —zyp(x) +yo(z) =2° X 5 —orx — —1—Inz = 1—Inz. Donc:
T T

lyo est solution particuliére de (E»)|

b. Les solutions de (Es) sont donc toutes de la forme :

R™ =R
r— —1l—Inz+z(Anz+ p)

ol A et p sont des réels quelconques.
3. f est la solution de (F,) définie par A =0 et u = 1.
En outre, 'on sait que f(1) = 0.
W € R¥, fi(z) = 1— i; don f/(1) = 0.
Donc, d’aprés le théoréeme de Cauchy relatif aux équations linéaires du second ordre,
[ est 'unique solution de (FE5) vérifiant f(1) =0et f'(1) =0

II. 1. a. f est C® sur R™ et Vo € R™, f'(z) =1 — i = x;l' Cela donne le tableau de
variations de f suivant :
x 0 1 +00
fl |l = 0 +
f) [l 400\ 0 7 400

b. (Oy) est asymptote a la courbe puisque lim+ f(z) = +oo.
z—0

f(z) o et zliggr f(z) =z = —o0.

Donc le graphe de f admet une branche parabolique de direction asymptotique d’équa-
tion y = z quand x tend vers +oo.
On en déduit 'allure du graphe de f :

3

-1-

c. Le tableau de variations de f montre que Vz € R™, f(x) >0, d'ou :

Ve e R™ Inox<z-—1

2 a /f(:c)d:z: :/(x—l—lnx)d:v

ZE2

:z—x—xlnx—l—x—i-koﬁkeﬂ%

:%—xlnx—i—koflkeR
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III. 1.

. f est continue sur |0, 1] et

1 u2 1
lim/ f(u) du = lim {?—ulnu]

z—0t

Donec :

1
1
/ f(z) dx converge et vaut 5
0

. f est continue sur [1,4o0[ et

x u? z
lim / f(u)du = lim {? —uln u}
1

T—r—+00 T—>—+00 1
o2t -1
= lim —xlnzx
T—r+00
2 —1 x?
= 400 car —xzlnxr ~ —
r——+00 2
Donc :
+o0o
(x) dz diverge.
1
, . ) a; a; . N
. D’apres I1.1.c., Vi € {1,--- ;n}, In < — 1. En ajoutant membre & membre ces
myg, Mg,

inégalités, on obtient :

PN =1 S 1
my
n
= K H a; S me.
i=1
On a obtenu : .
a; a;
. Pour que m, = m,, il faut et il suffit que Vi € {1,--- ,n}, In— = — — 1, ce qui
ma ma
a/.
signifie d’aprés I'étude de f que Vi € {1,--- ,n}, — = 1, c’est-a-dire que a; = my.
a
Donc :
’mg:maﬁalz--‘:an‘

. Six=0o0uy=0ouz=0,'inégalité proposée est trivialement vraie.

Sinon, posons a = x*y?22%, b = 2%y*2?, c = 2*y*2* et d = 1. Alors a, b, c,d > 0 et d’aprés

la question III.1.a.,

y a+b+c+d ohy?2? + 2%yt 2yt 4+ 1
abed < ———— & adyd8 <
> 1 Y =

4
& 4?22 < oty 4 2yt 4+ 2ttt 41
o0 < Y222 + 22022 + a2yt — A2 + 1
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D’ou :

Va,y,z € R, aty?2® + 222 + 2%y2 — 42?22 +1>0

1 1 1 /1 1 1 1
2. a. D’apres IIl.1.a., { —---—S—(——i—---—l——)@—ﬁ—. D’ou :

ay a, — n \ay G, mg — my
. 1 1 .
b. D’apres IIL.1.b., m, = my <, — =--- = —. D'ol :
ai Gp,
’mh:mgﬁalz---:an‘
c. Comme my < m, et my < my, .
T+ +x n
Notons Ma:¥et M, = —— . On alors : M, < M,, d’ou :
n 1 1
T Tn
n T+, .
1 T < - , ce qul montre :
T T

IV. Applications.

1. Soit n € N*. La moyenne géométrique de 1,--- ,n est v/n!. La moyenne arithmétique de
nn+1 n+1
1,--- ,nest (n + >: + . D’ou :
2n 2

2. a. Yk e N\ {0, 1},
Vit e [k —1,k],

| =

1 ko ko
S—:>/ —dtﬁ/ — dt. D’ou :
t k-1 K -1 t

b. En sommant ces inégalités membre a membre pour k variant de 2 a n (n € N\ {0, 1}),
on obtient :

n
- < / n dt et en ajoutant 1 aux deux membres :
1

n o1 "1
> T <1+ / n dt. Cette inégalité étant encore vraie pour n = 1, on obtient :
1

1
—dt
t

— 1
VneN, Y o<1+
k=1

—

c. L’inégalité précédente montre que pour n > 1,

M=
| =

<1l+Inn. Dou:

k=1
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V.

1.

. De la question IV.1., on tire 0 < a,, <

 VneN, In "W/ (n+1) —In¥n! =

. La série )

n n
T < T ou ce dernier nombre désigne la moyenne harmonique des k pour k
nn

variant de 1 a n.
Comme la moyenne harmonique est inférieure & la moyenne géométrique,

VneN, — < {/nl
1+1Inn

n

n
—— qui tend vers +o0o quand n tend vers +00. De la question précédente,

"1+1lnn nertoo I 7

on déduit :

lim V/n! = +00

n—-+4o0o

n—+1 N
2n

(G )nen+ est bornée et Vn € N*, 0 <a, <1

n+1

n3 (k) = (n+ 1) ki:l In(k)
. n(n+1)
— z_: In(k) + nln(n + 1)

. n(n+1)
k;(ln(n +1) — In(k))
- n(n+1)
>0

On en tire : Vo € N*, In "/(n + 1)! > In ¥/n! = "*/(n+1)! > ¥/nl. Dot :

n ' .
n! est crolssante.
neN*

(=1)"

vn!
décroit (d’aprés la question précédente) et tend vers 0 (d’aprés la question IV.3.a.).
Donc :

est donc une série alternée. La valeur absolue de son terme général

5 D onverge.
l

. La fonction In est croissante sur R™. Donc :

k+1 k+1
V€ [k k+ 1], In(k) < In() = / In(k) dt < / In(t) dt.
k k

k k
S e k- Lk, () <In(k) = [ In(t) dt < / (k) dt.
k—1 k—1
On en déduit :

/k In(t) dt <lIn(k) < /k+1 In(t) dt

-1
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(n!)l/” nﬁrioo n

(n!)Q/” n—:\—J&-oo E’

b. Pour n € N\ {0,1} et k compris entre 2 et n, on peut ajouter membre & membre la

premiére inégalité :
/ In(t) dt < Z In(k) = Z In(k). L’inégalité obtenue est encore vraie pour n = 1.
1 k=2 k=1

La seconde inégalité est vraie a partir du rang 1. En la sommant membre a membre
pour k compris entre 1 et n, on obtient :

n n+1
> In(k) < / In(t) dt. L'inégalité obtenue est encore vraie pour n = 1. D’ou :
k=1 1

n n n+1
Vn € N*, / In(t) dt <) In(k) < / In(t) dt
1 k=1 1

. L’encadrement précédent donne pour n € N* :

(tIn(t) —t]} <In(n!) < In(n!) < [tin(t) — 17" =
nln(n) —n+1<Inn!) <(n+1)nn+1)—n=
n"e e < n! < (n+1)"He™ =

1 (n+1)/n
TLB_l{/E < W < n(n—i—l)/n (1 + ) e 1

n

Or :
*e=el" ~ 1
n—4o00
) 1 . In(n)
* pnth)/n — peln(m)/n  pocar lim =0.
n——+o0o n—-+0o n

(n+1)/n
1
* (1 + ﬁ) =exp((1+2)In(14+1)) ~ Tcar lim (1+2)In(1+21)=0.

n—-+o0o n—-+o00

Chacun des membres qui encadrent v/n! est donc équivalent a —. D’ou :
e

n n
n' ~ -
n—+oo €

1 e
—, ce qui montre que :

1 .
Z W diverge.

1 e? .
ce qui montre que :

1
Z W converge.

AAA
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