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Laurent Bonavero - Lycée Champollion (Grenoble)

Avertissements : ceci n’est pas LE corrigé mais UN corrigé.
Il y a dans tous mes corrigés des erreurs potentielles ou des choses qui ne sembleront pas claires...me
contacter le cas échéant !

Partie A - Préliminaires

Q1. D’aprés le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction sin,

Vs, t € R, |sin(s) —sin(¢)| < sup|cos||s —t| < |s —t].
R

Pour |s — t| < h, il vient
|sin(s) —sin(¢)| < h
et par passage & la borne supérieure sur tous les couples (t,s) vérifiant |s — t| < h, on en déduit
Q2. (a) Soit
K ={(t,s) € 10,27, |s — t| < h}.
Par 27-périodicité de g,
wi(g) = sup [g(t) — g(s)| € RT U {+o0}.
(t,s)eKn

Or, d’aprés le théoréme des bornes atteintes, la fonction continue (s,t) — |g(t) — g(s)| est
bornée sur le compact K donc

wi(g) = sup |g(t) —g(s)|= max |g(t) — g(s)] € RT est bien défini |
(t,s)EK}, (t,s)EKR

(b) La fonction ¢’ est continue et 2w-périodique sur R, donc d’aprés le théoréme des bornes
atteintes,

g lo = [sup] || € R™ est bien défini.
0,27

Comme en (1), le théoréme des accroissements finis implique que

Vs,t €R, |g(s) — g(t)] < suplg’l[s — 1] = [lglloc |s — 1]

puis que ’ 0 <wy(h) <lg'llc h ‘

Par domination, on en déduit que }lLin% wgy(h) =0}
—

Q3. (a) Comme h < I/,
{(t,s) eR* | [t —s| <h} C{(t,s) eR*| |t —s| < N'}
et donc M.
(b) Soient (t,s) tel que |t — s| < h+ h'. Sans perte de généralité, on peut supposer que
t<s<t+h+heth<h'
Par inégalité triangulaire,
lg9(t) — g(s)| = lg(t) — g(t +h) + g(t + h) — g(s)| < lg(t) — g(t + h)|[ + |g(t + h) — g(s)].

Comme |t — (t+ h)| < h, on a |g(t) — g(t + h)| < wy(h).
De plus —h < s — (t+h) < k' donc |s — (t + h)| < h' et donc [g(t + h) — g(s)| < wy(Rh').
On en déduit que

[t —s| <h+n = |g(t) = g(s)] < |g(t) = g(t + h)| + |g(t + h) = g(s)] < wy(h) + wy(h')



et par passage au sup sur tous les couples (¢, s) vérifiant [t — s| < h + h/, il vient

|wolh+ ') < wylh) +wy (W)

(c) L’inégalité
Vn € N*, wg(nh) < nwg(h)
est immédiate par récurrence sur n a 'aide de (b) (& rédiger par le candidat !).
Pour A > 0, on a par (a) et ce qui vient d’étre fait,

wg(Ah) < wg (([A] +1h) < (A + Dwg(h) < A+ 1)wy(h) |
Q4. Soit G une primitive de g et soit
H:z— Glx+m)—Glx—mn).
La fonction H est de classe C! et
Vz €R, H'(z) = g(z +7) — g(x —7) = 0.

La fonction H est donc constante égale & H(0), ce qui montre que

x+7 ™
Vo € R, / g(t)dt = / g(t)de|.

- —T

Q5. L’application A est bien définie et est linéaire. Reste a vérifier que pour tout p € Ty, p € Ty, et il
suffit de le faire pour pj, : z — e™** avec k € [-n,n]. Or, pour tout = € R,
s

A(pr)(z) = / R () dt = e“””/ e~ ktg(t) dt = A\ppr(z) avec A\, = / e~ ktg(t) dt.

—T —T —T

T

Ainsi, A(pg) € Vect(pr) C Ty, ce qui conclut : ‘ A définit un endomorphisme de 7, ‘
Partie B -

I - La fonction J,

Q6. Calcul classique :

n

(Pn(t) _ e—int/2 Z(eit)k

k=0

e—int/2 el
it
(A 1)E/2 o o
o—int/2¢ (n+ 2isin ((n+ 1)t/2)
e't/2 2isin(t/2)
sin ((n + 1)t/2)
sin(t/2)
4
sin ((n + 1)t/2)
Et d n(t) = (n(t o | ————— )
one fu(t) = (pn(t) ( i)
Q7. Erreur d’énoncé ici : ‘la fonction ¢, n’appartient pas & 7, si n est impair | comme le montre

Pexemple de la fonction ¢; : ¢t — 2cos(t/2) qui n’est pas 2m-périodique.

On a
(‘Pn(t))2=€_mt Z eik+Dt _ Z ik +l=n)t

k,l€[0,n] k,€[0,n]

Comme I,k € [0,n], k+1—n € [-n,n] et donc .

De méme,
4 y ’ /_
fo(t) = (en(t))” = Z iUk +1 —2m)t
k1K' ’€[0,n]

et comme k + [+ k" +1' —2n € [—2n,2n], .



s
Q8. La fonction f, est continue & valeurs > 0, non identiquement nulle. On a donc fn>0etil

cn:</_7;fn>_1>0.

—T

suffit de poser

II - Une majoration de / |t]J,(t) dt

—T

Q9. Les fonctions t — |t|J,(t) et f, étant paires, on a

/ﬂ |t]J, () dt = 2/; [t].J, (1) dt = 2¢,, /07r tfn(t)dt

—T

et
1 s s
2 () dt = (1) d
- [ nwa=2 [ row
donc
- tfn(t)dt
/ [t|Jn(t) dt = /O,r .
- /0 fa(t)dt

Q10. La fonction sin est concave sur [0, 7/2] donc son graphe est situé au dessous de sa tangente en 0
et au dessus de sa corde passant par les points d’abscisse 0 et /2.
Q11. A l'aide de Q10, on a

sin((n+ 1Dt/2)\*  sin*((n+ 1)t/2)
SN T A NPT ) A
t/m 4

Par intégration des inégalités puis changement de variables

T T .4
0 S/ tfn(t) dt < ot Mdt
0 0

Vt € [0,7/2], 0 < fult) < (

(n+D)m/2 gin? (u) 2
u=(n+1)t/2 0 ) (2?/(1"34; 1))3 (n+1)
n+1l)n/2 . 4
_ 4 (n+ 1) / sin” (u) du
2 0 u?

Q12. A l’aide de Q10 & nouveau, on a
sin((n + 1)75/2))4

t/2
Par intégration des inégalités puis changement de variables & nouveau

T sin((n + 1)t/2)

B 24sin4((n + 1)t/2)_

vt [0,7/2], fult) > ( - g

/ fo(t)dt > 21 < dt
0 0 t
u=(n+1)t/2 0 Qu/(n+1))* (n+1)

(n1)7/2 5 4
= 2(n + 1)3/ sin (u) du.
0

1
u
Q13. Par quotient, on déduit de Q11 et de Q12 que

(n+1)mw/2 ;. 4
i \ sin”(u) du
Vn €N o</ )T () dt < v 0 w
y U > . n = 23(n+ 1) (n+1)m/2 sin4(u)
/ 1 du
O u




sin® (u) ) sin® (u)

Les fonctions u — 1 etu— 5— sont intégrales sur R (intégrales faussement impropres
u

u
en 0 et O(1/u®) avec @ > 1 en +o0) donc la suite de terme général

(n+1)7/2 ;.4
/ sin” (u) du
0

u3

(n+1)m/2 : 4
/ sin®(u) du
0

ud

Uy =

est convergente donc . Il existe donc un réel M > 0 tel que 0 < u,, < M pour tout n et
on déduit finalement que

T a Mt
> < <
Vn_O,O_[ﬂ\t|J7L(t)dt_n+1 di

III - Approximation uniforme par des polynoémes trigonométriques
s

Q14. Comme / Jn(t)dt = 1, lidentité

—T

est immédiate.
Puis,

%
e}
—~
&
I

/ " e — )g(t)dt

—T

_ / T (e — ) (~du)

u=x—t Stz

_ /Wr Tn(u)g(z — u) du.

—T+x
Comme u — J,(u)g(x — u) est 2w-périodique comme produit de deux fonctions qui le sont, Q4
permet d’affirmer que

4+ T
Th9(z) = / In(u)g(x —u)du = Ip(u)g(x —u)du |

—7m+x —T

On a alors
Tag(o) = o) = | [ (@) 0te - 0 - oo au

Q15. (a) D’apreés le théoréme des accroissements finis & nouveau, on a

< [ gt — ) — gl au

—T

a
n+1

Tog(@) —g@)| < [ Tn(w)le —u—zllgllecdu=lg'llsc | In(w)luldu = 19'lloo

—T —T

Ceci étant vrai pour tout z, il vient

1Thg() = g(z) oo < ll9"llo

_a
n+1]

(b) D’aprés ce qui précede, la suite ‘ (T,g) converge uniformément vers g sur R ‘
De plus,

Yn eN, J, € Tap et Tg = A(Jy) € Tan

d’apres Q5 donc la suite ‘ (T.g) est bien une suite de polynémes trigonométriques ‘
Q16. (a) On a par définition de w, pour tous x et ¢,

lg(z — 1) — g(2)] < wy([t]) = wy(ltin x (1/n)) ng(c) (14 nft)wy(1/n) |




(b) En utilisant Q14, il vient

ITog — glloe < / 0L (/)

= wy(1/n) (1+ )|u|du>
N

1+ >
n—l—l
< n)(1+a)

IN

Et donc

‘ 1709 — glloc <bwy(l/n) avecb=1+a ‘

(c) Comme on a admis que liIJIrl wgy(1/n) =0, on en déduit de suite que la suite (7}, g) converge
n——+00o

uniformément vers g sur R.
Partie C -
I-
Q17. Les racines de T sont les n nombres complexes distincts €™/ ™e"2*™/™ pour k € [0,n —1].

Q18. Ona T = H — z;) et donc
j=1

ZH = %)

1=1 j#l
En évaluant en zg, seul le terme | = k de la somme a une contribution non nulle donc

T'(z) = [ [ (ox — 2) |

J#k

Q19. Comme aux Mines PC 2, avec la méme fraction rationnelle (!!!), on est a lextréme limite du
programme officiel pour ne pas dire que l’on est clairement hors-programme !

On a
. . ! I+1 I+1
z z z z z
Fk ZEIzlk(Z @) F(2) o ((Z zk)T(z)—T(zk)) T'(zx)  nzp™t nzp n

Sil<mnl on (?) sait que E = 0.

Sil=mn| on (?) sait que E est constant et la valeur de cette constante est obtenue par exemple

l,n

en prenant z = z € R et en faisant tendre x vers +o0o0. On en déduit que | F = lim =1}

z—+oo " + 1

Q20. On a alors d’une part, toujours dans le hors-programme...

F/(X) _ M >
o (X =)
et donc
1 < 2
F'(1)= - £
(1) n i~ (2 — 1)2

D’autre part,
B IXEHX™ 4+1) —nXxiX"!
- (X 4+ 1)2

puis
20—n 1
F'(1)= == —
(1) ="

n
1

N



En regroupant les deux identités, il vient

Q21. (a) La relation étant linéaire vis-a-vis de P, il suffit de la démontrer pour les monoémes P = X 3
Il s’agit donc de vérifier que pour tout I € [0, n],
n 2 — 22k X1
X =oxt 4 2y e
2 o ; (2 — 1)2°

relation qui découle de la relation obtenue en Q20 multipliée par X'.
(b) Immeédiat en appliquant Q20 avec [ = 0.

11 -

Q22. Immeédiat et laissé au lecteur : on se contente de rappeler ici qu’un polynéme possédant une infinité
de racines est le polyndéme nul. 4
Q23. Si z est de module 1, on peut écrire z = ¢'? et on a alors
> o0
(z —1)2 - (e — 1)2
610
e?(2isin(0/2))?
1
= |-————€R7|
4sin%(0/2)

Q24. A l'aide Q21(a), on en déduit que pour |z| =1 et z # 1,

n

2P'(z) = gP(z) + % Z m

k=1
Les z; étant de module 1, les z;z sont aussi de module 1 et il vient

n 2 & 2k
P < —||P — — 1 ||P
PO < IR | | 1P
n o 2 - 2k
= P —_—— — e —
Q23 I ”(2 nkz_:l(zk—l)2>
n  2n?
= P —_— R —
Q21(b) 171 2+n4
= nlP].

Par continuité de P et passage & la limite quand z tend vers 1, 'inégalité précédente est encore
vraie pour z = 1 et en passant & la borne supérieure sur tous les z de module 1, on en déduit que

[Pl < n|l P}

Q25. Soit g € 7, que l'on écrit

n n 2n
T q(x) — § Ckezkz — ¢~inz E Ckez(k+n)m — ¢~inx § Cj_neljm — e—l’nxp(elib)
Jj=0

k=—n k=—n
2n .
avec P = ch,nXJ € CanlX].
§=0

On a d’une part : [|¢||cc = ||P||. D’autre part,

q/(w) _ _,L-ne—macp(eix) + e—inxieixpl(eix)’



donc

|/ (2)] < n|P(e)| + [P'(e)] < n|| Pl + ||P'] = [Pl + 20| P|| = 30| P| = 3n]lql|oo-

En passant au sup en z, il vient

(¢l < 3nllall=c |

Les inégalités démontrées en Q24 et Q25 sont connues sous le nom d’"inégalités de Bernstein”.

Partie D - Fonctions holdériennes

I - Exemples

Q26.

Q27.

Q28.

Q29.

Q3o0.

Siy =0,il n’y a rien a dire. Si y > 0, la fonction = +— @(z) = 2% — (x — y)* est de classe C' sur

[y, +oo[ et

1 )a—l.

Vo >y, () =0z —a(z —y

Comme x> x —y et a €]0,1[, ¢'(x) < 0. La fonction ¢ est décroissante donc
Vo >y, o(z) < ¢ly) =y,

ce qui fournit le résultat.
Quitte a échanger les roles de z et y, Q26 permet d’affirmer que

Vz,y € RY, 2% — y*| < |z — y|°,

ce qui montre que | b, est a-hdldérienne (avec K = 1) sur RT ‘

Supposons que h,, soit B-holdérienne sur R*. Ceci implique qu’il existe K > 0 tel que
Ve >0,0<z*< K.

En faisant tendre z vers +oo, ceci implique que a < 3. Puis, pour z > 0 il vient 1 < K2°~% et en
faisant tendre z vers 0, il vient 8 < a. On en déduit que

’ he est 3 — holdérienne sur RT < o = 3 ‘

Pour z € [0,1 — y], notons ¢(x) = k(z + y) — k(z). La fonction ¢ est continue sur [0,1 — y],
dérivable sur 10,1 — y[ et

vz €]0,1 —y[, ¥'(z) = In(x + y) — In(z) > 0.

La fonction v est donc croissante sur [0,1 — y] donc

V2 €]0,1 -yl (@) = (e +y)In(z+y) —zn(@) <P —y) = (y— YIn(1 - y) |

Sauf erreur de ma part, il est nécessaire de compléter Q29 par la double-inégalité, obtenue par
méme argument :

Ve €]0,1 —y[, yln(y) < (z+y)In(zr + y) — zln(z) < (y— 1) In(1 — y).

Soient alors s,t € [0,1] tels que s < t. Posons = s et y =t —s. En appliquant la double-inégalité
ci-dessus, il vient :

(t—s)In(t —s) <k(t) —k(s) < —(1—(t—s))In (1= (t —s))

puis
k(t) — k(s) In(1-(t-s)
(t—s) hl(t—S)Swﬁ—(l_(t_S))W'
Soient
ur s(u) =u'"*In(u) et u—r(u) = —(1— u)hl(i+1¢)

La fonction s est continue sur 0, 1] et se prolonge par continuité en 0 en posant s(0) = 0. De
méme, la fonction r est continue sur )0, 1] et se prolonge par continuité en 0 et en 1 en posant



r(0) = r(1) = 0. Ainsi, s et r sont continues sur le segment [0,1] et sont donc bornées par le
théoréme des bornes atteintes. On en déduit que

k(t) — k(s)

(t,s) — 39

est aussi bornée et donc que ‘ k est a-holdérienne ‘

II - Espace H,. et approximation uniforme par des polynémes trigonométriques

Q31. On commence par constater que toute fonction a-hoéldérienne est continue.
Puis on montre que 75 contient la fonction nulle et est stable par combinaisons linéaires (laissé
au lecteur).

Q32. Soit K telle

Va,y €R, [g(z) — g(y)| < K|z —y|*.
En appliquant Q16, on a

K
1Tng = glloo < buwy(1/n) < b2

donc

bK 1
0<8,(0) < Ty — gl < bisg(1/) < 2 =0 ()|

[e3%

III - Etude d’une réciproque
Q33. Soit
K={peTullp— flloc <du(f)+1}.

L’ensemble K est une partie non vide, fermée et bornée de 1’espace vectoriel normé de dimension

finie (Tp, || - |loo)- La fonction p — ||p — f||o est continue sur 7, donc atteint sa borne inférieure
en restriction a IC d’aprés le théoréme des bornes atteintes. On en déduit qu’il existe ¢, € K C 7T,
tel que

0~ Flloe = i[9~ ke = 0 [~ Tlle = 60(7)

Q34. On a a l’aide de Q24,

3% 2" M Ipni1 — palloo

3% 2" ([[png1 — fllooll + I1f = Prllos)
3 x 2" X 269n (f)

3x 2"l x 2027

12 2n(=),

12511 — Phllso

VAN VAR VAR VAN

Q35. On en déduit que
n—1
PO+ Zp;c-i-l — D
k=0
n—1
1Pblloc + Y 1Phs1 = Piclloo

k=0
n—1

Ipbllee +C" Y 25—

k=0
n(l—a) _ 1

2
o / !
= lpollee + ¢ =1

C’/ n -
IPolloo + WQ (1=a),

/
||pn||00

oo

IN

IN

IN



Q36.

Q37.

Q38s.

D’apres Q35,
/ n(l—a) / —n(l—a) ¢’
190 [loe < 27 <|P0||oo2 + 21_a_1) :
Comme o o
. / —n(l—a) _
Cl

la suite convergente (||p6||oo2_"(1_0‘) + ) est bornée. Il existe donc A > 0 tel que
n>0

21-a ]

Vn e N, ||p,]lc < Agn(i—a) |

Par inégalité triangulaire et théoréme des accroissements finis appliqué a p,,, on a

|f(x) - f(y)l = ‘f(x) _pn(x) +pn($) _pn<y) +pn(y) - f(y)l
< 1f (@) —pu(@)] + [Pr(x) — pu(W)] + |Pn(y) — f(y)]
< 02 o =yl + C27
= C2'7" 4 |z — ylllph [l
< C2lfna+A2n(1foz)|x_y‘ i

Suivons docilement I'indication : soit n € N tel que

1 1
on+1 < |x—y| < 27

On a alors d’une part

2" <

S P— puis A2"1"Y |z —y| < A

WW—ZA = Alz —y|*

Et d’autre part
2% < 2|z — y| puis C 287" < 20 x 2%z — y|°.
On en déduit finalement que
Va,y €R, |z —yl < 1= |f() - f(y)] < (A+C27F) o —y|™.
Pour |z — y| > 1, on écrit simplement

[f(@) = F()] < 2 flloe < 2[[flloclz —y[*.

Finalement,

Vz,y € R, [f(z) = f(y)| < max (2] flloo, A+ C207) |2 —y|* = K|z —y|* |




