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SESSION DE 1991 

concours interne 
de recrutement de professeurs certifiés 
et concours d’accès a I’échelle de remuneration 

section : math4matlques 

deuxième composition de mathématiques Durde r S heures 

L ’usage d‘instruments de calcul, en particulier d‘une calculatrice Blectronique de poche 
- dventuellernent programmable et alphanumérique - à fonctionnement autonome, non 
imprimante, est autorise conformement a la circulaire no 86-228 du 28 juillet 1986. 

Matériel a fournir : feuilles de papier quadrilld 5 X 5. 

Dans un << essai sur les coniques D, Blaise Pascal ( 162.3- 1662) dnonce i l’&y de 17 ans le t l lkorhc de 
<< I’hexagramnie mystique B : si A, B, C, D, E, F sont six poinis CI’IIII~ coniquc, les intcrscctions des droites (AB) 
et (DE), (BC) et (EF), (CD) et (AF) sont trois po,iuts alignds. 

La deuxième partie du problème propose une ddmonstrution de ce risuliai dans le’cas oil la conique est 
une ellipse, rCsultat qu’on utilise afin de munir cette courhe d’une structure tle groupe. 

Dans la premicre partie, c’est sur une hyperbole qu’est cldïnic me smcture cic groupe, exploit& pot~r Iil 
rCsolution en nonil~rcs cnticrs de I’dqiiiition clc Pcll-Fci.iiiai : 

xz - 3)’2 = 1 .  

Ces deux parties sont indépendantes. 

Une troisième partie suggère une m6thocle permettant de munir une hyperbole d’une sirticturc de 
groupe, à partir dc la structulc associke à un  cercle introduite dans la dcuxikmc pariic. 

PREMIkRE PARTIE 

Résolution en nombres entiers de I’équation XI - 3 y * = 1. 

Le plan 9 étant rapporté à un repère orthonormal (O, u, v),  on considère l’hyperbole H déquation 

S désignant l‘ensemble des points du plan dont les deux coordonnées sont des Cléments de E, ensemble 

Tracé de H: 
Déterminer les asymptotes de H puis représenter H dans le plan 9. 

- -  
x2 - 3y2 5 1. 

des entiers relatifs, on se propose d‘étudier l’ensemble H S des points communs à H et S. 

A SUIVRE 
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A 
ktudc d'anc application de 9 dans .Y. 

complexez = x + iy. 
A tout point M de coordonnées ( x ,  y) dans le repkre (O, z, 3). o n  associe son affixe qui est le nombre 

On définit ilne application f de 43, ensemble des nombres complexes, dans Q= par : 

A f on associe l'application F de 9 dans 9 qui, au point M d'affixe z ,  associe le point M' = F (M) 
V z ~ C , f ( z )  = (2 - i ) z  + 2 i j  (7 ddsigiie 1c nombre complexe conjugué de z). 

d'affixe z' = / ( z ) .  

1 .  Calculcr les coordonnées x '  et y' de M ' = F (M) cn fonction des coordonnées x et y de M. En déduire que 
l'application F cst affine et bijective. Est-ce une isomdtric ? 

2. Soient A et il deux points du pli111 .P. A' ct R ' leurs iniagcs rcspcclivcs par 1:. Montrer qiic les trianglcs OA13 
et OA'B ' ont nienie aire. 
Plus généraleniciil, montrer que F conserve l'aire tlc tout triangle, c'est-à-dire que si C est un point du plan et 
C ' s o n  ininge par F, les triangles ABC et A' B'C ' ont  même aire. 

3. n. hlontrcr que Ic point M appartient h S si et seulemcnt si Ic point M ' = F (M) appartient a S. 
h. hloiitrcr qiic Ic point h4 ;ippartictit h Il  si ct scrilcnicnt si Ic point M ' = F (M) appartient L 11. 

4. On consti u i t  par r6currciicc iiiic suite de points (AJffGN en posant, pour tout  entier n, A,,, = F (AJ, 
A,, étant le point de coordoniiéeq ( 1.  O). 

I I .  Calciilcr ICS coorcloiiiiéc< tlc A ,  ct A, et fiiirc figiircr ces poiiits sur f1. 
h. Montrer que. pour- tout  ciiticr n;iturcl I I .  Aff apparticnt ii H n S 

c. Quels sont les points de S situés sur l'arc IA,, , A,  1 de H ? 

n 
Structure de groupc sur H. 

. On (téfinit diliis 11 une cq-tération * ainsi : 

droite (MN) ( o u  la  t;ingentc ai hl t-l si M = N). 
h.1 et N étant deux points tlc 1-1. o n  leur associe la droite, notée 

Dans Ic cas OÙ Ahl ,  est tangcntc 

Sinon bl * N est le second point de rencontre avec 11 dc Ah,, ,, . 

, issue de A,, et parallèle h la 

14 en A,, , M * N = A,, . 

1 .  On notc.2 le rcpc're affine tloiit les axes sont port& par les asymptotes de i-1, dans lequel les coordonnées de 
A,, s o i i l  ( 1 .  I ) cl tcl qiic I'alwissc de A ,  soit un  tiombre strictcnicnt iiif6ricur 1 .  

hl(lilIi.cl. C ~ I I C .  rl:llis CT Ic.~+I.c:I l :I p o i l r  i .cl t l i i t i( j t i  X Y  = 1 .  

2. Pour rlciix points 1\.1 et N dc I l .  calculer, dans le repère.@. I'abscissc de M * N en fonction des abscisses de M 
ct N. En tlCduirc (pic ( 1  1. *) est 1111 groiipc isomorphe ;lu groupe miiltiplicatif dcs réels non nuls. 

Eir S ' I I ~ ~ I I ~ I I I ~  siw ,Y* ( p i  ~ ~ r k i t l c ,  nrontirr qrre torrte hyperbole perri êire niimie ci iute siruciure de groupe 
i~wiirorplic nri ~ V I I ~ C  i i i r i i t i i ~ l i ~ ~ ~ ~ t ~ ~ ~ l c . ~  réels l i o n  r i r r b .  

C 

Application a la résolution de I'équation de Pell-Fermat. 

1. ProuverqueVMEH,F(M)==A,*M. 

2. Pour tout entier naturel n, on désigne par X, et Y, les coordonnées de A,l dans le rupkre.9. Calculer X, en 
fonction de X, . 

Tournez la page S.V.P. 
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3. Soit n un entier strictement positif. 

a. Montrer que la tangente en A,l a €1 est parallèle à la droite (A,,- A,l+ l ) .  

b. Calculer l’aire du triangle A,, - , A,, A,, + . 

appartient a l’arc (A,, + , A, + 2j de H. 
4. Soit n E N. Prouver que M est un point de l’arc \A,,, A,, I I  de H si et seulement si le point M’ = A, * M 

5. A partir de la suite des points (AJnrN,  décrire l’ensemble H n S .  

6. Prouver que (H 

7. a. Calculer X, . 
S, *) est un sous-groupe de (H, *). 

6. Pour tout entier naturel n, calculer X, et Y,, en  fonction de n. 

8. Donner tous les couples (x ,  y) de nombres entiers naturels solutions de I’Cquation de Pcll-Ferniat : 
x2 - 3y2 = 1. 

DEUXIeME PARTIE 

A 

Cette séquence met en place dcs résultats qui peuvent être utilises pour Ctablir le t1iS.orkme de Pascal 

Les données sont : 

- deux droites A l  et A2 sécantes en a ; 

- un point 1 sur A I  , un point J sur A 2 ,  ces deux points étant distincts de a .  

dans le cas où  la conique est un cercle. 

1. Points alignés. 
Soit K un point n’appartenant a aucune des trois droites Al , A2, (IJ). 
On introduit un triangle variable LMN dont les sommets L et M appartiennent respectivement aux droites 
A, et A2, les droites (LM), (MN), (NL) étant respectivement parallèles aux droites (IJ), (JK), (KI). 
Montrer que le point N se déplace sur la droite (a K). 

2. Droites parallèles. 
On désigne par @le cercle circonscrit au triangle a IJ. 
Un cercle variable r, distinct de 59, passe par les points 1 et J et recoupe les droites A,  et A?, respectivcment 
en 1 ’ et J ’. Les points 1, J, 1 ’, J ’sont supposCs distincts. 
Démontrer que la droite (1 ‘J ‘) est parallèle B la tangente en u au cercle V. 

Le théorème de Pascal dans le cas du cercle. 

On donne un quadrilatère ADPQ (trois qiielconclues de ces quatre points ne sont pas ;ilignC.s) et on sup- 

Un cercle variahle r passe par les points A et 11 et recoupe les droites (AP), (AQ), (IjP), (DO) reypecti- 
pose que les droites (AQ) et ( I l l ‘ )  sc coupent en (o. les droites (Al‘) CI (110) en O)’. 

venient en B, F, E, C. Les points A, €3, C. 1,. E. F sont supposGs distincts. 

1.  Démontrer que clincuiie des droites (HC). (EF), (BE). (CF) garde une direction fixe. 

2. Ilhontrer que, si le qiiadrilati.re ADPO est inscriptihlc, les clroites (PO), (RC) et (EF) sont paraIlPles. 

A SUIVRE 
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3. On slippose que ADPQ n'est pas inwi ipt i ldc.  hloiitic7 qiic les droitcs (M') et (f'F) sont concomintcs en lin 
point R appartenant h In droite (l'O). (On p o l i r i a  nioi i t rcr  que. l o r q u c  r varie. K se cldplacc sur une droite 
Ixissaiit par P et siIr uiic droite 1wss:liit pi O). 

C 

L'cllipsc. 

Toiirncx lu page S.V.P. 
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TROISI&ME PARTIE 

A 
ktude d’une corifiguration. 

Les données sont : 
- deux points distincts A cl  D ; 
- le cercle r de diamktre lADJ ; 
- deux points t?i et t t i ’  de r, distincts L.; A et D, symctriques par rapport 

sur la midiatrice du segment IADI. 
la droite (AD) et non situés 

Les droites ( D u t )  et ( A t n ’ )  se coupent en M, les droites ( D t r i ‘ )  et (Am) en M ’, les tangentes a r en t t i  et 

ZXmontrer que : 
1. Les points T, M, M ’ sont alignds ; 
2. TM - Tm; 
3. ‘ J M ’ ~ T A - T D .  

tri ’ se coupent au point 7’. 

-- 

Hyperbole associCc à (r). 

Soient r n  et t i  deux points distincts de r, M = h ( t u ) ,  N = h (II). On suppose que la droite ( t t i t i )  coupe la 
droite (UV) en let on désigne piIr 1’ le syniitriquc de /par iapport B la ilroite (AD). 

1. Calculer, en fonction des coordonndes (x, .y) dc I ~ I ,  les coorcloiinCcs (X, Y) de M. 

2. Montrer que‘les droites (A f‘) et (hlN) sont parallclcs. 

3. indiquer brièvement coinmerit on peut munir r CI :A?’ tlc striictiires tlc groupcs (opirations respcctivcmcnt 
notdos * et O) telles que pour tous points I I I  et I I  de r, hl O N = 11 ( 1 1 1  :& I r j ,  h.1 c l  N Ctaiit les iniilgcs respectives 
de ttt et 11 par 11. (Oa pourra se reporter aiix ~ ~ ~ ~ i ; i ~ i i t ~ ~ l i ~ ~  C’.:. ~ l c  la tlcii\iimc piirtic et 11 dc la ImiiiiC=rc 
partie). 

FIN 


