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CONCOURS COMMUN MINES.PONTS 1978 

OPTION M - 2EME EPREUVE DE MATHEM.7TIQUES 

(DUREE : 4 H E U R E S )  

L'Bnoncé de cette épreuve, spécifique aux candidats de l'option t-5 , comporte 4 pages. 

----- 
11 est demandé expressément aux candidats de donner des demonstrations précises et 

rigoureuses. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en cansidération par le correcteur. 

Dans tout le problème on note : 

1 un intervalle donne du corps des r&ls R, non réduit à un point. 

T(1) l'algèbre des fonctions réelles définies sur 1. 
P de-. u. v ,  u , u +  v, 1.1, les fuiar.iiuris q u i ,  pour u , v 6 s ( i )  associent respectivement à tout x de 1, 

les rdels u(x)v(x), <~'(x) >P, u(x) + v(x), lu(x) 1 .  
u O pour tout u €  7: (1) si et seulement si u(x) 1. O pour tout x € 1. 

@O,@],. . . ,$,,. . . les éléments de g(I), dcfinis, pour tout X ~ I  , par : $ 0  (x) = 1, 
k 

41 (XI = x , . . . , 4, (XI = x , . . . 
\= (1) la sous-algèbre de $ (1) constituee des fonctions continues et born6es sur 1. B 

>: la fonction caractCristiquc d'une partie quelconqiir? A de 
.4 

[X,(XI = 1 si X E  A , )(,(XI = O si XPAI. 
6 a p p I i c p t i o n d ~ ~ ) d n n s m c l ~ f i n i  p u r  tout X E I  par : 6 (u) = u(x) quel que soit ~E@'(I), 
X X 

-% l'ensemble des applications linéaires dc %(Il dans Et, et%+ l'ensemble des MC% tels 

que M(u) Z O pour tout u >/o. 

- S l'espace vectoriel des suites réelles. 
- pli' (resp. NI ) l'ensemble des entiers positifs Iresp. strictement positifs). 

- [ y ] ,  la partie entière de tout nombre réel y . 

li 

PARTIE 1 

I - 1. Soit M~wI,+. 

a) Exprimer, pour tout réel 8 ,  en fonction de M($o), M(@l), et M(@2) la valeur du rGel 

M ((+] - wo) 2 ) .  

En déduire une expression simple de M(($1 - M(@l)@0J2) en fonction de M(te),4,(4,],M(4), 

b) Montrer que l'application de $(Il dans IR définie par : 

u w  M(u2) est une forme quadratique positive ; en déduire que : 

(M(u.v))~ 6 M ( u 2 )  . M(v2) pour tout couple (u,v) d'éléments de $(I) 
et que : (M ( ( @ I I  ) ) * 6  M ( @ o )  . M ( @ 2 )  . 

. . * / .  . . 
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c) On note BM et u les réels définis par : 
M 

= M(@1) ; 0 M = ~M(('$I - o M ' $ o ) 2 )  - eM 

PARTIE II 

Etude de deux exemples, 

II - 1. On suppose dans cette question seulement que 1 est l'intervalle fermé [0,1] ; 

, et p est un réel, p€[O,l], on désigne par B * si n c  IN1 l'Clément defidéfini par : 
n*P 

n 
n - k  6 .  k k  

B = x  cn P (1 - P )  
k/n n*l? 

n k =O 

,k k k n - k  Ln x p (1 - p )  a)  Soit H(x) = 2- 
k =O 

. Sommer H(x) et en déduire la valeur de H(1) . 

b) Ecrire deux expressions possibles pour les fonctions dérivées première et seconde de H, 

H' et HI'. 

II - 2.  On suppose dans cette question seulement que 1 est l'ensemble des reels positifs ou nuls. 

S o i t  (c,n)~~o,+~[ x INI' . On note E l'application n.c 

- k k  
n,c k! n 

(nc) u(-) pour tout 
par : 

E (u) = e 

k =O 

définie sure (1) , 5 valeurs dans W, B 

u €  %(I) . 
... 1. 0 .  
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a )  Montrer que E est  une forme l i n g a i r e  s u r  gB(l) q u i  p e u t  se p r o l o n g e r  n a t u r e l l e m e n t  
n , c  

s u r  l e  sous-espace v e c t o r i e l  G ( 1 )  des f o n c t i o n s  de *(II  v e r i f i a n t  : 

m 

k =O 

Montrer,  e n  p a r t i c u l i e r ,  que G ( 1 )  c o n t i e n t  t o u t e s  les f o n c t i o n s  4 , p b o  . P 
[Le prolongement d e  E a G ( 1 )  sera encore  n o t e  E 1 . n e c  n , c  

PARTIE III .- 

On suppose,  dans  t o u t e  cette p a r t i e ,  que  1 est l ' i n t e r v a l l e  [O,I]. 

Pour ucsf;(I)  e t  n cM*,  on  n o t e  P l a  f o n c t i o n  polyndme d e f i n i e  pour  t o u t  yCIR , p a r  : 
n ,u  f: k k  n-k k 

P (y) = cn y (1 - y )  u(,) . 
n,u 

k=o 

I I I  - 1. Montrer que,  pour  t o u t e  f o n c t i o n  u ,  u G ( e e ( I ) ,  on a : 

l i m  [ 
n + + W  

YEr0,ll 

111 - 2 .  a)  S o i t  f une f o n c t i o n  d é f i m e  s u r  [0,1], p o s i t i v e ,  e t  Riemann-intcgrable s u r  [0,1]. 

J u s t i f i e r  l ' e x i s t e n c e ,  pour  tou' t  n t  INI, de l ' i n t é g r a l e  

b) S i  on c o n v i e n t  d e  r e p r é s e n t e r  p a r  x l a  f o n c t i o n  c a r a c t e r i s t i q u e  de l ' i n t e r v a l l e  [O,x] ,  
X 

montrer : 

c) En d é d u i r e  que,  pour  t o u t e  f o n c t i o n  réelle g d é f i n i e  s u r  [O,l] e t  i n t é g r a b l e  

au s e n s  de Riemann s u r  [0,11 : 

III - 3 .  f a i t  co r re spondre  (Cn)n>,o 
- c  (on p o u r r a ,  par abus  de notation, 

On des igne  p a r  A l 'endomcrphisme de S q u i  a t o u t e  s u i t e  c = 

l a  s u i t e  Ac, avec,  pour  t o u t  n,  (Ac), = c 

Bcrire Ac a u  l i e u  de (Ac)n 1. 

Ar des igne ,  s e l o n  l ' u s a g e ,  pour  t o u t  e n t i e r  r ,  ( r e m )  l ' i t6ree d ' o r d r e  r de A 

(avec la conven t ion  ho = Ids 1. 

a)  S o i t  f une f o n c t i o n  d e f i n i e  s u r  [0,1], a v a l e u r s  reelles,  e t  Riemann-intégrable 

n+l n 

n' 

s u r  [O,il ; on y associe l a  s u i t e  m = (m avec,  pour  t o u t  n : n n>o* 

1 
m n =l t n f ( t )  d t  

... /... 



Montrer que pour t o u t  e n t i e r  r ,  e t  pour  t o u t  e n t i e r  n,  on  a : 

1 
A r m  n = ( - l ) r L  tn ( l - t ) r  f ( t )  d t  

(on r a p p e l l e  que A r m r e p r é s e n t e  l e  n +  lème élément  de l a  s u i t e  A r m , m = (m ) 
n n n20 

1. 

b) Déduire  d e  ce q u i  p récède  que s i  f es t  une f o n c t i o n  reelle d e f i n i e  s u r  1, 

Riemann-integrable,  alors : 

( V x € [ O , l ]  1 ( a;“ ) . 
k n + +m 

PARTIE I V  

On suppose,  dans t o u t e  cette d e r n i è r e  p a r t i e ,  que 1 est l ’ i n t e r v a l l e  [O,+-[ . 
IV - 1. Montrer que,  pour t o u t e  f o n c t i o n  u& (1) , pour  t o u t  i n t e r v a l l e  ferme borné  K de 1, on  a : 

- B  

I V  - 2. On n o t e ,  comme dans l a  p a r t i e  I I ,  E (u )  = e n, x k. n 
X ~ I ,  e t  u € ( B B ( l ) .  

a )  Montrer que : 

E ( u )  = 
n ,x  

r=o p=o 

I V  - 3 .  Soit  h un réel > O ; on n o t e  A l’endomorphisme d e  $1) d é f i n i  par : h 

r 
h h‘ Comme dans l a  p a r t i e  III, A d é s i g n e  l’itérée d ’ o r d r e  r ( r E N )  de l’endomorphisme A 

a) i l o n t r e r  que pour  t o u t  f b % ~ )  , pour  t o u t  x ~ 1 ,  e t  pour  t o u t  rc M, on a : 

0 0 0 0 0  
0 0 0 0 0  


