CONCOURS COMMUN MINES,PONTS 1978

OPTION M - ZEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES

(DUREE : 4 HEURES)

L'énoncé de cette épreuve, spécifique aux candidats de l'option M , comporte 4 pages.

Il est demandé expressément aux candidats de donner des démonstrations précises et
rigoureuses. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en considération par le correcteur.

Dans tout le probléme on note :
- I un intervalle donné du corps des réels R, non réduit a un point.
- GF?I) l'algébre des fonctions réelles définies sur 1I.

. . D . ,
-u,v, up, u+v, |u|', les fonciions yui, puur u,vE F(I} associent respectivement & tout x de I,

les réels u(x)v(x), (u(x)P, ulx) +v(x), |u(x)].

U 2» 0 pour tout uéﬁ(l) si et seulement si u(x) > o pour tout x€1I.

- ¢o,¢1,...,¢k,..., les éléments de 3?(1), définis, pour tout x€1, par : ¢p(x) =1,

$1(x) =% 4,00, ¢k(x) =xk,

» .
LB(I) la sous-algébre de 3‘?(1) constituée des fonctions continues et bornées sur I.
- XA la fonction caractdéristiqgue d'une partie quelcongue A de

IR[)(A(x) =1 si x€A , Xp (%) = o si xfal.

dxapph'caffonale%) dansRaéfini pour tout x€ I par : Gx(u) = u(x) quel que soit u":})(I) .

-—% l'ensemble des applications linéaires de (I) dans R, etm 1'ensemble des MEM, tels
que M(u) 2 o pour tout u > o.

~ S l'espace vectoriel des suites réelles.

]
-~ N (resp. M ') l'ensemble des entiers positifs {resp. strictement positifs).

{v], la partie entiére de tout nombre réel y .

PARTIE I
I - 1. Soit MeMS.

a) Exprimer, pour tout réel 8, en fonction de M(¢g), M(¢y), et M(¢,) la valeur du réel

M (o1 - 690)2) .
En déduire une expression simple de M((Q)l —M(tb;)%)z) en fonction de M(¢,))M(¢,),M{¢z),

b) Montrer que l'application de 3?(1) dans R définie par :
u+— M(u?) est une forme quadratique positive ; en déduire que :
(M(u.v))? € M(u?) . M(v?) pour tout couple (u,v) d'éléments de 35’.(1)
et que : (M ( [o1] ))zé M{dqg) .M(92} .

00./..0



¢) On note BM et Oy les réels définis par :

6y = M) ;i o = N((@l "0M¢o)2) .

Montrer que : ,
o} N
(VS > o) é(an)_s M/{Sz) ou A5={x€I:|x—9M[ 261

I -~ 2. a) Démontrer que 3 v
[quE%B(I)) (3c>o0) (VHEI) (YE>0) (36 >0) (¥Yxe I (Julx) -u(O)IsﬁxA, (x)+CxA(x))]
S 8

ol A6={x€I: 1x-6|>/6},A‘6 ={x€1 : |x-08] <61} .

b) Soit (8,D)€ I X Jo,+=[ et"m,’6 b= { MEMS: 0,=8 s 0% M(do) <D} .

tontrer que :
(VuEG (1) (V6 >o0) (@n >o) (VMew‘g b f Oy SN [M(w) - u(0) M(de) | €&) .

c) Soit 8,p0,0€1I X (lo,+=[)? et :

my DO={M€°ITG:6M=6.0<M<¢0)<D:0 =g}

6, M
Montrer que : lim sup ( IM(u) ~u(B) M(do) )| = O pour tout élément uCgB(I).
+
o-=o Meme'D’o
PARTIE II

Etude de deux exemples

Il - 1. On suppose dans cette question seulement que I est l'intervalle fermé [0,1] ;

sin€m®, et p est un réel, p&[0,1], on désigne par B

n
_ k k n-k
Bn,p = E c, P (1-p Gk/n .

k=

b 1'élément de Mbdéfini par :

’

o)

a) Soit H(x) = E Cz xk pk (1 -p)n'.k . Sommer H{(x) et en déduire la valeur de H(1)

b) Ecrire deux expressions possibles pour les fonctions dérivées premiére et seconde de H,
H' et H",

s _ . 2 _pll-p) | =
¢) En déduire que BB =p ; (GB )< = - F Bn,p(%) 1.

n,p n,p

I1I - 2. On suppose dans cette question seulement que I est l'ensemble des réels positifs ou nuls.

soit (c,n)€ lo,+ [ X lNll . On note En c 1'application définie sur '@B(I) , 4 valeurs dans R,
’
w
par : : o = e _(_‘l‘?)k
n,c k!

k
u(-rT) pour tout ué€ %B(I) .
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a) Montrer que E c est une forme linéaire surg (I) qui peut se prolonger naturellement
I

sur le sous-espace vectoriel G(I) des fonctions de 3_‘?(1) vérifiant E

(Vn€N ) (Ve > o) (Z (nc) (%)l < +co) .

Montrer, en particulier, gue G(I) contient toutes les fonctions ¢p, p 2o

[Le prolongement de En c 3 G(I) sera encore noté E:n c] .

b) Montrer que :

P, =
E'c(¢1) =c ; En'c((‘bl'c%))-n ; En,c(%) 1.

PARTIE III

On suppose, dans toute cette partie, que I est 1l'intervalle [0,1].
Pour uéj(l) et né_N“ , on note P la fonction polynéme définie pour tout y€R, par :

’
n

- k _k n-k _k
Pn'u(y) —Z Cny (1-~y) u(n) .

k=0

I1I - 1. Montrer que, pour toute fonction u, uG‘@B(I), on a :

lim sup lu(y) - P (y)l )| =0
n*+oo n,u
ve[o,1]

III - 2. a) Soit f une fonction définie sur [0,1], positive, et Riemann-intégrable sur [0,1].

Justifier l'existence, pour tout né& N, de l'intégralejltnf(t) dt.

p) Si on convient de représenter par Xx la fonction caé%ctéristique de l'intervalle {0,x],
montrer :

(vx€flo,1]) (j f(t) dt = lim len y (8) £ty ae) .
n++® "hx

c) En déduire gue, pour toute fonction réelle g définie sur [0,1] et intégrable

au sens de Riemann sur [0,1] :
1

- (vx€lo,11) (j g(t) dt = lim j Py (B) 9t dt)

1

n+>+o © x
III - 3. On désigne par A l'endomcrphisme de S qui & toute suite c = (cn)n>o fait correspondre
la suite Ac, avec, pour tout n, (Ac)n = Coyq” Cn (on pourra, par abus de notation,

écrire Acn, au lieu de (Ac)n ).
A¥ désigne, selon l'usage, pour tout entier r, (ré M) 1'itérée d'ordre r de A

{avec la convention A® = Ids ).

a) Soit f une fonction définie sur [0,1], & valeurs réelles, et Riemann-intégrable

sur [0,1] ; on y associe la suite m = (mn)n>o' avec, pour tout n :

1
m =j t" £(t) dt
n
(o]
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Montrer que pour tout entier r, et pour tout entier n, on a :

1
Armn = (-1)”'_5 " (1-t)F £(¢) at
[e]

y

{(on rappelle que At m représente le n+ léme élément de la suite Arm , = (mn) 5o
. nz

b) Déduire de ce qui précéde que si f est une fonction réelle définie sur I,

Riemann-intégrable, alors :
x [nx]
(Vx€[o,1]) (J' f£(t) dt = 1lim _;- C (- 1) -k A”'k ) .
o n - 4o = mk
PARTIE IV

On suppose, dans toute cette derniére partie, que I est l'intervalle [O,+«[ .

IV - 1. Montrer que, pour toute fonction u€(€B(I) , pour tout intervalle fermé borné K de I, on a :
A 0

-nx (ms‘)k k
lim sup |utx) - e E =S u) ‘}: 0.
n->+® XEK k=0 : .

k
IV - 2. On note, comme dans la partie II, En X(u) = e ™ E _(_n_‘}:)'__ u(%) ol né& lNlt,
? -

x €I, et ueea(I). =

a) Montrer que : N N
(-1)P(nx) P (nx)®
E (u) = lim ——— =1 u(k) et que :
n,x N~ +o® p- }" ! n
N]

p=0
N N .
lim T " uch ('_——_—IL’X)D Sy =0
N>+ ® . é__é p! k! p! k!

b) En déduire que : N

E  (u = lim ("X) ( -0"P P ud )
| n,x N4

_O

IV - 3. Soit h un réel > O ; on note Ah 1'endomorphisme de ‘ﬁl) défini par :

(Ah £f)(x) = Llxth) - £(x) pour toute fonction fE?(I) , et pour tout x €I,

h

Comme dans la partie III, A; désigne l'itérée d'ordre r (r€N) de 1l'endomorphisme Ah.

a) Montrer que pour tout f€3?(1), pour tout x€I, et pour tout r€®, on a :

X
r _ 1 1y P
AL E(x) = o5 E (1P P £(x+pn)
p:
b) En déduire que :
xr r
‘(Vué%(l))(‘dxél) (u(x) = lim T by ue b

N->+ @
xr=0

0oco9oo
[-R-N-N- N



