Corrigé Mathématiques 2 CCP 2002

Partie I -

1.VOe J V=aoa-— ( i ,7(0)) modulo 27
:39+g—0modulo7r

D’ou :

V =20+ g modulo 7

1 (0) cos (20 + E)
70 sin(20+7)

2. L’on sait que V = 20 + g modulo 7 & = 0 (puisque I" est réguliere et

1 () 0
(&) # (o)
< f'(0)cos(20) + f (0)sin (26) = 0 ot f est une solution non nulle

(courbe non réduite au pole). Donc :

V =20+ g modulo m < f est une solution non nulle de € : f' (0) cos (20) + f (0) sin (20) = 0

3. & est une équation différentielle linéaire du premier ordre homogene. L’ensemble de ses solutions
définies sur un intervalle sur lequel cos(26) ne s’annule pas est un espace vectoriel de dimension 1 engendré
par une solution ne s’annulant pas.

Cherchons ses solutions définies sur } —E, E[ :
. 44
E < (f'(0)+ f(0)tan(20)) exp (—5 In (cos (20))) =0

@< /(6) )’:
cos (20)

0
< dC e R, V0 € } —E, il [, L = (. d’ou les solutions ne s’annulant pas de £ :
44 cos (20)
T
J_?Z{%R ou C € R*.
0 — C'\/cos (20)

4. Cy a pour équation p = Ay/cos (20), 0 € }—%, % [

C), se déduit alors de C par une homothétie de centre O et de rapport %

5. Si f est une solution non nulle de £ définie sur R, il existe 6y € R tel que f(0y) # 0 et comme f est
dérivable sur R, elle est continue sur R et ne s’annule pas sur un voisinage de 6y, on peut donc supposer
0 #zmodulo T ot que 0 E}—E—l—ki E—l—kz[zl

°7 2 0 AV B
fir, est donc solution de £ et 3C' € R*, VO € I, f(0) = C'\/|cos(20)].

in(26
D’ou VO € I, f'(0) = —Caﬁ avec € = £1 et lim |f'(0)] = +00. D’ou f n’est pas
|cos(20)| T T\~
9—><1+k§>

™ 0
dérivable en 1 + k§’ ce qui contredit le fait que f soit solution de &.

Donc, il n’existe pas de solution non nulle de £ définie sur R.
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6.1. L’on sait que les coefficients du développement en série entiere sont ceux du développement limité
en 0 de f.

On peut donc poser V6 € } —%, % [, f1(0) = 14 b0 4 ch* + db* + o(6?*).(puisque f1(0) = 1)

On a alors :

V0 € } —%, ﬂ F1(0) cos(20) + f(6)sin(20) = 0 =

v0 € | =T 0| (b+ 200 +3d6% + o(6%)) (1 - %m(#)) (1460 + 0>+ o(6%)) (20 + 0 (67)) =
0=

vee} 14[ b+ 0(2¢+2) + 6% (—2b+ 3d + 20) + o(6?) =

D’ou, par unicité du développement limité :

+o0
Vo € ]_T7T[7 f(e) = Z akek avec ag = 1, a; = 07 asg = _17 az = 0.
k=0

6.2. L’on sait que :

S k (20)%F 2n+1
Ve € R, Vn €N, cos(2z) = > (—1)" 45— + o(x®" )
=0 (2k)! .
1-1 3—-2ku
_ 1/2 _ I - n
Vu € ]—1,+00[, Vn € N, (1 +u) 1—|—2122 - k!—iro(u)
D’ou :
Vu €]—1,4+00[,Vn €N, (1 +u)/2=1+ i (—1)*! (2R) uk + o(u™)
’ ’ ’ ] 22 (kD? (2k — 1)

L’on en déduit que :

T _ _ Y 3

vee} T 4[, fi () = \/eos (20) = /1= 26> + 0 (")
=1-6*+0 (93)

On a retrouvé les coefficients de la question 6.1.

6.3. f1 étant C'™ sur un voisinage de 0, on a f; (0) =1, f; (0) =0, F (0) = —2et F@ (0) =0, ces
dérivées étant données par les coefficients du développement limité en 0.

Partie 11

T
1.1. pest défi } T _[
p est défini sur 1 )
= } _E’ E[’ p(—8) = p(8), ce qui montre : 4 on peut réduire 1’étude a [O, Z[
44 — () est symétrique par rapprt a (Ox)

sin (26)

p est C'™ sur [O, % [ et VO € [O, %[, o) =— s

D’ou le tableau de variations de p :

[ 0 /4
JE 0 =
p0) 1 N 0

T
p se prolonge par continuité en 1 par 0. Donc O est un point d’arrét de Cy (passage au pole) et

. , . . T . . .
la tangente en ce point a pour équation polaire 6 = 1 . c’est la premiere bissectrice.

D’ou la représentation de Cf :
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i
1.2. L’on a vu que les points de ('} étaient caractérisés par la proprité o = 360 + 5 modulo 7. Cela

™

T o1
est encore vrai pour # = iZ’ valeurs pour les quelles on obtient a = T ou o= 1

u W} , M (0) est a tangente horizontale < 36 + g = 0 modulo 7

S 0= j:% puisque # € [——

|G

T
Ces points ont pour rayon vecteur 4/cos <§> =

} , M (0) est a tangente verticale < 360 + g = g modulo 7

De méme, pout tout 0 € [—%,%
& 6 =0 modulo %

< 0=0
Ce point a pour coordonnées cartésiennes (1,0).

T
, =

1.3. C} est O sur}—z 4[etV0€}——,—[,p(0):1—92—1-0(92)

On a vu que p (0) =1, p' (0) = 0, p@ (0) = —2

e
M'(0 d
Cela montre que, au point d’angle polaire 0, T = ﬁ = 7, N =_-7¢eC = @ _
|| “
do y ds\ ' _3
do do e
—
Le repere de Frénet en M (0) est donc : (M(O), J.— )

—

D’ou le rayon de courbure en M (0) vaut R = - et le centre de courbure I défini par M (0) I = RN

I
_ 3

2
a pour coordonnées (g, 0).

2. Soit ¢ : 0 — , (p est continue sur }—%, % [ et paire. Posons h = % — 0. On a alors :

1
\/cos (20)
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1 1 1

0 == e ~ -
@ (0) cos (2 (E _ h)) sin (2h) h—0t \/2h
4
1
~ —— D'ou:
T T

fow/ * ¢ (0) df converge et comme @ est paire, I converge.

3. Notons L, la longueur de Cijj—q,q). On alors L, = f_aa

o

or e ] 551 [0 - oo+ SRR - L

Dou L, = df. d’apres la question précédente, L existe et vaut [.

fa 1
% \/cos (20)

4.1. Grace au changement de variables ¢ = 26 (justifié car § — 20 est un difféomorphisme de classe
L T T ,
C' de }——, — [ sur } 55 [), on obtient :
1 2
L="? o= (""" _dp.
—f—w/Q ) ¥ fO \/W ¥

cos (@)
4.2. Grace au changement de variables u = /cos () (justifié car ¢ — (/cos (@) est un difféomorphisme
de classe C'! de }O, g[ sur |0, 1[), on obtient :

1 -2 i vV1—ut
L= flo — X ——=du car du = —de = —7udg0
u 1 —ul 24/cos (@) 2u
D’ou :
du
=o' =
fO /1_u4

f\/cos(ZG) pd/)) do

/4
5. A= [[,dxdy = f—7/r/4 ( 0

1 r/a cos(20)
= S Ty do

= fow/4 cos (20) d
in (20 w/4
= lsm( >] .D’ou :
2 o
1
A=—
2
Partie III
1.t 2 o1 (1 — )" est continue sur )0, 1].
U(t) ~ et 01/2 U(t)dt converge & 1 —a<lsa>0

ot ¢l

1
U(t) ~ m et f11/2 U(t)dt converge < 1 — 3 <1< > 0. Donc :

IB (o, B) converge < a>0et 5> 0

2. t —u=1-—t est un difféomorphisme de classe C' de ]0, 1] sur ]0,1[. D’ou :
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B(a,8) = _f1 (1 —u) @ uB-Ddy
—fo (O‘lu(ﬁldu:

[B(a,8) = B(f,a)

3. 6 — sin® () est un difféomorphisme de classe C'* de }O, g [ sur |0,1[. D’ou :
B(a, ) = fOW/Q sin®@~Y () (1 — sin? (0))(5_1) 2sin (6) cos (6) df =

‘ (o, B) = 2f n%*~1 (0) cos?*1 () dﬁ‘

=2 f07r/2 cos™!/% () df, d’ott d’apres 11.4.1.,
2 24

M}, d’angle polaire 0,a pour coordonnées cartésiennes (1,0) .

Partie IV

1.1. Pour n =1, on a { . on a alors :

i
M}, d’angle polaire 4 pour coordonnées cartésiennes (0,0)
2L1 = 2.

MZ, d’angle polaire 0,a pour coordonnées cartésiennes (1,0) .

2 ) . / ;.
Pour = 2, on a M7, d’angle polaire —,a pour coordonnées cartésiennes (x,y)

M2, d’angle polaire ) pour coordonnées cartésiennes (0,0)

T T 7r 7r
avec T = p (§> cos (§> ety = p sm

T po V2 1+ COS
orn(3) = o () - ;

, (7r> 242
S1n .
8 4
) ) . V2 124V2 V2 242
Ml a pour coordonnées cartésiennes 7 1 R 7 1 =

(\/1+\/§ \/ﬂ—1>

2 ’ 2

1+
2

[~ 2.467

2 2
V2 et de méme :

Une valeur approchée de 2L, est alors :
2 2
1+ \/i \/_ —1
2 2 + 2

3. Pour n = 4, une calculatrice donne les coordonnées cartésiennes des M7, i =0, .., 4.

N
—_
N——
2
_l’_
VR
J3
L
N——
2

K
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k 0 1 2 3 4

kA

16 8 16 | 4

p(@) 11]1096]0.84]062]0

x(@)]1]094]07810510

y(@)10]0.19]032]034]0
D’ou le dessin demandé.
031
0.21
0.11

a 02 0.4 06 08 ]

011
021
-0.31

4. Avec MAPLE :
fri=1t—> sqrt(cos(2 xt)):
with(linalg) :
p:=0:L1:=1:L2:=0:
while abs(2« L1 — 2% L2) > 10" (—3) do
L2:=L1;, B:=[1,0; p:=p+1; r:=2"p; L1:=0;
for k from 1tor do
h:=k=x Pi/4/r;
A = eval f([f(h) x cos(h), f(h) * sin(h)]);
L1:= L1+ norm(B — A,2);
B R .

od; ’
od :
n=2p, I =2xLI1,

n =64
I = 2.621908274

eval f(int(1/f(t),t = —Pi/4..Pi/4)):

2.622057553 (valeur approchée & 1/2.107% pres)
AAA
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