CCINP 2025 MP Mathématiques 1

Proposition de corrigé

Exercice 1

Q1. La fonction f étant de classe C*, sa dérivée f’ est continue sur lintervalle | —1,1[, qui est une partie
connexe par arcs de R, & valeurs dans R? muni de sa topologie naturelle ; par conséquent I’ensemble image
/(] —1,1]) est un connexe par arcs de R

Q2. a) Les restrictions de la fonction f & chacun des intervalles | —1,0] et ]0,1[ sont dérivables, en fait de
classe O™ : il s’agit en effet de fonctions & valeurs dans ’espace produit R? dont les composantes sont
respectivement constantes ou produits de composées de fonctions de classe C°°. La dérivabilité étant
une propriété locale, f est dérivable en tout point qui est intérieur a I'un de ces deux intervalles :
ainsi f est dérivable en tout point de | —1,1[~ {0}, de vecteur dérivé

1 1 1 1
f'(t)=1(0,0) site]-1,0] et f’(t):<2tsinz—cos;,thos;—i—sin;) site]0,1]

de plus f est dérivable & gauche en 0, de vecteur dérivé & gauche égal a (0,0).
f(t) — f(0)
t—0
converge vers (0,0) lorsque ¢ — 0% (en fait, les deux fonctions composantes sont les produits de
la fonction ¢ — ¢ qui tend vers 0 et de deux fonctions bornées) ; ainsi f est dérivable a droite de

vecteur dérivé a droite égal & (0,0) aussi, et on conclut que f est dérivable en 0 et f'(0) = (0,0).

1 1
Pour t € ]0,1], le taux d’accroissement de f entre 0 et ¢ est = (t sin ;,tcos ?) et

1 1 1 1
vt e]-1,0] f'(t)=(0,0) et Vte]0,1] f’(t):(2tsin¥—c0s¥,2tcos¥—|—sing>

b) Soit t €]0,1[; on a, en développant et en utilisant la relation de Pythagore entre cos et sin,
1 142 1 1\2
||f’(t)H§: (Ztsing — cos E) + <2tcos¥+sin¥) =42 +1>1

d’oli, par croissance stricte de la fonction racine carrée, || f'(¢)|, > 1.

(0,1) 0,1)

(1,0) (0,0) (1,0)

FIGURE 1 — A gauche, la trajectoire I' du chemin f; & droite, ’ensemble image I de la dérivée f’. On peut
constater que I posseéde deux composantes connexes par arcs distinctes : le singleton {(0,0)}, qui est 'image
par f’ de lintervalle | —1,0], et 'image par f’ de lintervalle ]0,1[, qui est une courbe spiralant autour d’un
cercle limite (en tirets, c’est la sphere unité pour la norme || ||,).



On note I 'ensemble image de | —1, 1| par la fonction f’ (figure|l]) et on suppose par I'absurde que
I est une partie connexe par arcs de R?. La norme || ||, est une application continue de R? vers R
(ot R? est muni de sa topologie naturelle, qui est celle induite entre autres par || ||, ; en fait, toute
norme est 1-lipschitzienne par rapport & la distance associée), donc I'image J de I par || ||, est un
intervalle de R. Cependant J contient 0 = [|(0,0)||, et des réels plus grands que 1 (les réels || f/(¢)||5
pour ¢ € |0,1]) mais aucun réel strictement compris entre 0 et 1, donc J n’est pas un intervalle :
contradiction. On conclut que IV n’est pas connexe par arcs.

Exercice 11

Q3. La fonction f est polynomiale, donc de classe C? sur R?; (z,y) € R? est un point critique de f si et

Q4.

seulement si
2= (z,y) =0
) —22—x—y)—21—2)—4(1 -2z —y)=0 12z + 6y = 10

0 _ —r—y) — — — ) = =
a%(x’y):o 22—z —9y)—2(1-2x—y) =0 6 + 4y = 6

1
et ce systéme linéaire est de Cramer, équivalent a (z,y) = (g, 1).

1
Le seul point critique de f est ¢ = (g, 1).

En tout point (z,y) € R? la matrice hessienne de f est Hf(z,y) = (162 i) ;on a

det (Hf(¢)) =12>0 et  Tr(Hf(c) =16>0

donc la matrice symétrique réelle Hf (¢) possede deux valeurs propres strictement positives : d’aprés la
condition suffisante & 'ordre 2 d’extremum local, le point ¢ est un point de minimum local strict pour f.
On admet que f(c) est le minimum global de f; on a alors

=G+ G (5w [ o=

Remarque : f est une application polynomiale de degré 2 (ce qui justifie que ses dérivées secondes et sa
matrice hessienne sont constantes sur R?), donc d’apreés la formule de Taylor au second ordre par rapport
au point c on a

V(@,y) €R®  fla,y) = f(c) + (VI(c)h) +% (h[Hf(c)h) = f(e)  oi h=(z,y)—c
——

=0

puisque la matrice Hf (c) est symétrique définie positive : cela justifie que c est 'unique point de minimum
de f sur R2.

Par définition, b est le projeté orthogonal de a sur le sous-espace vectoriel F' si et seulement si b € F et
a—bec Ft;or F = Vect(u,v), donc

b=zu+
be F I(x,y) € R? b=azu+yv 2 e _
, —  J(z,y) €R? { x{uu)+y ()= (alu)
a-beF (@ —blu) = (a—blv) =0 2 (ulv) + y (v|v) = (alv)
b=zu+yv b=zu+yv
Hwy) R? (6r+3y=5 <= I(z,y) R 1
30 +2y=3 (@) = (5’ )

donc |b= (%, }, §>
3’33

On constate que pour tout (x,y) € R?, f(z,y) = |la — (zu + yv) lorsque (z, %) décrit R2, le vecteur
zu + yv décrit Vect(u,v) = F, donc la borne inférieure de f est le carré de la distance du vecteur a au
sous-espace vectoriel F'. On sait que la distance d’'un vecteur a & un sous-espace vectoriel F' d’un espace
préhilbertien est atteinte en le projeté orthogonal b de a sur F' (conséquence de la relation de Pythagore :
pour tout w € F, a—be F+ etb—we F dot |la—w|? = |la—b|*+ b —w|?® = |la - b||*), donc

2

2
[

et on retrouve min _f(z,y) =

. 2 22 2
win, fe.0) = a0l = (3.3,-3) min

(z,y)ER?

Lol




Probleme. Autour du théoreme de comparaison avec une intégrale

Partie I — Théoréme de comparaison avec une intégrale

Q5. La fonction f est positive, donc pour tout n € Non a S,11— S, = f(n+1) >0: cela établit que

la suite (S,,) est croissante.

Par positivité de 'intégrale sur un segment et par la relation de Chasles, pour tout n € IN on a aussi

n+1
Jni1 — Jp = / Ft)dt =0

la suite (J,,) est croissante.

Soit k € IN*; on a
Vtelk—1k] f(k)<[f(t)<[f(k—1)
puisque f est décroissante, donc par croissance de U'intégrale sur le segment [k — 1, k] on obtient
k k k
f) = [ fyar< [ fwde< [ fe—1)de = flk—1).

k—1 k—1 k—1

Q6. Soit n € IN*. Par croissance de la somme sur | 1,n ], en utilisant I’encadrement établi en on obtient
n k n
D AR fmar<y fk-1)
k=17k-1 k=1

Or Z f(k) = Z f(k)—=f(0) =S, —f(0) et, par changement d’indice, >  f(k—1)= > f(j) = Sn-1;
- k=1 =0
enfin Z f t)ydt = / f(t)dt = J, (relation de Chasles) et on aboutit & I’encadrement souhaité.
k=1

Q7. (1) La fonction f est continue et positive, donc f est intégrable si et seulement si la fonction

F:x»—>/zf(t)dt
0

est majorée sur RT. D’une maniére analogue, la série Y f(n) est & termes positifs, donc elle est convergente
si et seulement si la suite (S,) de ses sommes partielles est majorée.

On suppose que f est intégrable. Dans ce cas F est majorée par un réel M (on peut prendre M =
+oo

/ f(t)dt), donc la suite de terme général J,, = F(n) est majorée par M aussi; d’apres E pour tout
0

n€WNonals,<J,+ f(0) dou S, < M+ f(0). Ainsi la suite des sommes partielles de la série Y f(n)
est majorée, donc cette série est convergente.

On suppose, réciproquement, que la série Y f(n) est convergente; dans ce cas la suite (S,,) est majorée
+oo

par un réel M’ (on peut prendre M’ = > f(k)). Soit z € R4, on note n = [z]| + 1, de sorte que n € IN*
k=0

etx<n:ona

J, = /On ft)dt = /Om f(t)dt + /zn ft)dt = F(z) + /xn f(t)dt (relation de Chasles)

n
et, par positivité de I'intégrale, / f(t)dt > 0; d’apres il résulte que
xT

F(2) < Ju < Sy < M.

Ainsi la fonction F est majorée, donc f est intégrable sur RT.
(2) D’apres , pour tout n € IN* on a

o< [ swar— s < fn -1~ )



Q8.

Q9.

La série télescopique Y. (f(n—1) — f(n)) est de méme nature que la suite (f(n)); or la fonction f est

n>1

positive et décroissante, donc la suite (f(n)) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge; par
conséquent la série > (f(n—1) — f(n)) est convergente. D’apreés (*), par majoration terme & terme, la

n>1

n
série & termes positifs (/ ft)dt — f(n)) converge aussi.
n>=1 n—1

1
a) La fonction In est croissante et strictement positive sur [2,+oo [, et la fonction ¢ +— ¢t = pre est

b)

décroissante sur | 0,400 [, donc la composée x — est positive et décroissante sur [2, +00 [;

1
(Inz)>
1
la fonction  —— — est elle aussi continue, positive et décroissante sur [2,+oo[. L’ensemble des

x

fonctions continues, positives et décroissantes sur un intervalle de R est stable par multiplication,
donc la fonction f est continue, positive et décroissante sur [2, 400
(Inz)t-«

Si a # 1, la fonction f admet comme primitive la fonction F : x ; sia=1, f admet

l1-a
comme primitive F':z +—— In(lnz). Etant donné = € [2, 400 [, d’apres le théoreme fondamental de
I’analyse on a

. . (nz)!=e —(n2)t=
[ rwa=[Fel;  ame | [ rwdi- () - In(in2) L
2 2 n(lnz) —In(In2 sia=1

x
On constate que la fonction z —— / f(t)dt converge en +oo si et seulement si @ > 1, donc
2

—+o0
Iintégrale impropre f(t) dt est convergente (ou, de maniére équivalente puisque f est positive,

2
f est intégrable sur [2, 400 [) si et seulement si « > 1. .
En appliquant le résultat (1) de qz. a la fonction translatée f:x+—— f(z +2), on déduit que la

série > f(n+2) converge si et seulement si la fonction f est intégrable sur R*, autrement dit f est
n=0
intégrable sur [2,+o0 [; on peut donc conclure :

la série >

W est convergente si et seulement si o > 1.
n>2 nmn

On reprend , dans le cas ou la fonction f est intégrable : par passage a la limite pour n — 400

“+o0

(justifié car V'intégrale / f(t) dt converge et d’apres Q, (1) la série > f(n) est convergente), on
0

a

+oo “+00 400
f(k) = f(0) < fydt< ) f(k) dou
> ARCEESY /

+o0

400 +00
it de < f(k) < / F()dt + £(0)
k=0 0

On va appliquer ce qui précede A la fonction f : z —» f(z+2) oun f est définie sur [2,+oo [ par

1
f(z) = YSE : d’apres (a) la fonction f est intégrable et

Feo L (Inz)~'—(m2)~'y 1
/2 fit)ydt = lim ( )——

T—r—+00 —1

+oo
1 1 1 1
d — < ——5 S T
N 2 n§::2 n(lnn)?2 " 1In2  2(In2)?2

1
On pose la fonction f:z+—> P qui est continue, positive et décroissante sur [0, +o0 [; pour
x

tout n € IN* on a

n—1 k

=t At = 1 (O VRN |
;(/k_lf(t)dt_f(k))_;/k_lwrl_;lwl_/0 m_;}




Q1o0.

b)

b)

d)

k
D’apres (2) la série Y ( f)dt — f(k)) converge, donc la suite de ses sommes partielles
k=1 N k-1

est convergente ; ainsi la suite (1 — 75, )n>1 converge, et on conclut que (73,),-, converge aussi.
=

Par définition ~ = hrf T, ; de maniere équivalente :
n—
"1 "1
,; 1% Inn="T, —fy+n_>o+oo(1) ou encore k§_1E = lnn—i-v—l—n_g_oo(l)

La suite (7T),) est convergente, donc bornée, et a fortiori négligeable devant (Inn) qui diverge vers

+00 :
1 1
—_ — = = ot —
Z . Inn="T, n_g_oo(ln n) d’ott Z " _>+OO
k=1 k=1
1 - . 1 ,
Pour tout n € IN* on a ||gn|, = |gn(n)| = =— > 0; la série harmonique )  — est divergente,

2n n>1 n

donc par comparaison de séries a termes positifs la série ) [|gn||, est divergente aussi :
n>1

la série de fonctions Y g, n’est pas normalement convergente (sur |0, 4o [).
n>1

La fonction f est continue positive et décroissante sur R* ; pour tout n € IN* et tout k € [1,n], en
appliquant en k et k + 1, on obtient

k

k+1
/k fda< k< [ fwdr

k—1

puis par croissance de la somme sur [1,n] et en utilisant la relation de Chasles on obtient

/1n+1f(t>dt=§/:+lf<t)dt 3 Z/ £ty dt = /f

1 1
La fonction f est continue sur [0, 400 [et f(t) = . Qr (7‘2) ; par comparaison a la fonction ¢ +— 7]
—

qui est intégrable sur [1, +o0[ (critere de Riemann), il résulte que f est intégrable sur [0, +occ[. On
“+oo

en déduit que les intégrales / f(t) dt pour a € {0,1} convergent, et d’apres 94 (1) (appliqué & la
a
fonction  — f(a + 1)) la série Y f(k) converge aussi; on peut donc licitement passer & la limite

pour n — 400 l'encadrement établi en (b) :

+oo too +oo
/ F)dE <Y k) < / f(t)dt
1 k=1 0

Cela prouve en passant la convergence simple sur |0, 400 [ de la série de fonctions > g, ; en outre,
n>1

t
toujours pour z € |0,+o0] fixé, une primitive de la fonction f est F : ¢t — arctan <7) donc
x

d’apres le théoreme fondamental de I'analyse généralisé a un intervalle quelconque

+o0 t +o0
/0 f®)dt = [arctan (;)} = lim arctan — arctan(0) = g

t=0 +oo
—+o00
t\1tee 7w 1
et / f)de = [arctan (7)} = — —arctan —
1 x/lt=1 2 T
et on obtient ’encadrement voulu.

. . ™ 1 ™ . PN
Puisque lim (f — arctan 7) = —, en appliquant le théoréeme de convergence par encadrement
z—+o0o \ 2 T 2

au résultat de (c) on obtient | lim Z gn(x) =

T—+0o0

S

1
D’autre part pour tout n € N* ona g,(z) ~ — donc lim g,(z)=0, et on remarque que
r—+oco r—+o0

—+o0

+oo
2 (i on@) =025 = lim 3o
n=1



D’apres la contraposée du théoreme de la double limite on déduit que la série de fonctions Y g, ne
n>1
converge pas uniformément au voisinage de +oo, et a fortiori

la série de fonctions > g, ne converge pas uniformément sur |0, +oo |[.
n>1

Partie IT — Contre-exemples

Q11.

Q12.

a) En observant que la fonction f est continue et i—perlodlque et que la fonction sinus est positive sur

[0, 7], on obtient pour tout n € IN* & l’aide de changements de variable d’intégration linéaires :

n+1 n+1/2 n+1 1/2 1/2
dt = d dt =2 dt =2 sin(2 d
/n f(tydt / f(tydt + / f(tyat f(tyat / sin(2rt) dt

+1/2 0
— cos(2mt)1/2 it 2
-9 [M} donc / ft)ydt ==
27 0 n s

b) Soit x € [1,+00[. D’apres la relation de Chasles et (a)

lz] - [z] -1 9

T 1 k+1 T T
/ sin(2nt)|dt = 3 / fde+ [ fwa= S 2+ [ fyas
1 k=1 7k =] =

x
de plus, la fonction f est positive et |z| < = donc f(t)dt > 0 par positivité de I'intégrale; on
L]
2

conclut que / |sin(27t)|dt > —(|xz] — 1) comme voulu.
1 7T

2
Pour tout réel z on a |z] > x —1 ot lim —

Jm 7T(LxJ — 1) = 4o00; il en découle que l'intégrale

+oo
impropre / f(t)dt est divergente, donc
1

la fonction f n’est pas intégrable sur [1, o0 ].

Cependant pour tout n € IN* on a f(n) = |sin(27n)| = 0, donc

la série > f(n) est convergente.
n>1

La fonction f considérée est continue et positive, mais non décroissante sur [1,4+oc0[; on constate que
I'implication «si> de I’énoncé (1) est fausse pour cet exemple.

Soit n € IN*, on considére un réel positif a, ; la longueur du segment [n — a,,n + a, ] (base du n®me

1
triangle) est égale & 2a,, et sa hauteur est égale a 1, donc son aire est égale a 5(2an)1 = a,. On choisira

. 1 . ¢ . . 1
donc nécessairement |a, = — | afin que I'aire du n®"¢ triangle soit égale a —.
n n

Sin > 2, le segment [n — ap,n + a,] est inclus dans le segment [n — 1/3,n + 1/3], et ces segments sont

deux a deux disjoints lorsque n décrit 'ensemble des entiers supérieurs ou égaux a 2.

En revanche, I'intersection du segment [1—ay,14a;] =[0,2] et du segment [2—a2,2+ a2 ] =[7/4,9/4]

est le segment [7/4,2] : sur cette intersection la définition de la fonction f est ambigué. Dans la suite, on

ne considérera que les triangles définis pour n > 2.

La fonction affine par morceaux f ainsi définie est positive et continue sur [1, 400 [ (f est continue & gauche

et & droite en tout point de recollement n, n + a, pour n entier supérieur ou égal a 2). En tout entier

n > 2ona f(n) =1, donc la série > f(n) diverge grossierement. D’apres l'interprétation géométrique
n=1

de lintégrale d’une fonction continue positive sur un segment, pour tout réel z € [1,+oc0][, en prenant

n=|z]+1lonall,z]C[l,n+a,]|donc

n

* 1
/1 f(t)dt<k2ﬁ;

=1



. . 1 - .
or la série de Riemann Y — est & termes positifs et convergente, donc ses sommes partielles sont

x

majorées par un réel M ; il en suit que la fonction z +—— / f(t)dt est majorée par M, et on conclut
1
que la fonction continue positive f est intégrable sur [1, +oo .

La fonction f considérée est continue et positive, mais non décroissante sur [1,+oc0[; on constate que
I'implication <seulement si> de 1’énoncé (1) est fausse pour cet exemple.



