PTB-Lycée Gustave FEiffel Année 2020-2021

Un corrigé de I'épreuve de mathématiques A 2021 de la banque PT
par Mikael FALCONNET

Probabilités

1. (a) lercas.Onsuppose0< p; < 1. Alors la famille ({X; =1}, {X; = 0}) est un systéme quasi complet
d’évenements et la formule des probabilités totales entraine :

p2=P(X2=1)
=P(X;=1X; =D)P(X; = 1) +P(Xo = 1|1 X; = 0)P(X; =0)
=[1-P(X2=0[X3 =D]p1+p0A-p1)
=(1-a)p1+p0-p1)
=+(1—-a-PB)p:.

2e cas. On suppose p; = 1. Alors la famille ({X; = 1}) est un systeme quasi complet d’évéenements
et la formule des probabilités totales entraine :

p=PXo=1)=PX=1X1=1)PX;=D)=1-a=p+1—-a-PB)p:.

3e cas. On suppose p; = 0. Alors la famille ({X; = 0}) est un systéme quasi complet d’évenements
et la formule des probabilités totales entraine :

p2=PXo=1)=P(Xp=1|X3 =0P(X;=0)==+1-a-P)p:.

Conclusion. Dans tous les cas, on obtient’ p2=B+1Q-a-PB)p: ‘

(b) Enremplacant X; par X, X, par X,+1, p1 par p, et p2 par p,+1, le raisonnement précédent
nous donne

’VﬂEN*’ pn+1:,3+(1_a_,3)pn ‘

(c) Posons g =1-a—f.Alors la suite (p,,),>1 Vérifie pp41 = gpn + B, Vi e N*, donc est arithmético-
géométrique. Déterminons, s'il existe, 'unique réel ¢ tel que la suite (p, — ) »>1 soit géométrique
de raison g. Soit n € N*. Il vient :

1-g=a+p>0 B
Pni1—C=q(pn—0) = qpu+B-l=qpp—ql = (1-q)l = = z:_mﬂ.
Ainsi, en posant ¢ = a—fﬁ, la suite (p, — €);>1 est géométrique de raison g. On en déduit que

VneN* p,—0=q" Y(p1-0),

puis

B

a+p

VneN*, p,=

+q"1(p1—a+'3 , olig=l-a-pB|

(d) PuisquelonalO<a<letO<f<1,ilvientO<a+f<2puis—-l1<a+f-1<letdonc—-1<g<]l.
En conséquence q”‘l 0 puis

n—-+oo

Pn—— P -
n—+oo a+,3
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B

a+p

2. (a) D’apresla question 1.(c), il vient p, = a—fﬂ puis | Xp — %(

(b) En utilisant la formule P(X; =i, X> = j) =P(Xp = jI1 X = )P (X3 = 1), V(i, j) € {0, 1}2, on obtient

P(X; =0, X2=0)—a$+_£), P(X;=0,X,=1)= Mﬁ,
PG =1,X%=0=45 PX=1X%=1="3"

(c) Puisque X; et X, suivent la méme loi de Bernoulli de parametre aLiﬁ, Xj et X, admettent une
espérance et une variance données par

B )_ ap
a+pB) (a+p)?

E(X1) =E(Xz) = b et Var(X;) = Var(Xy) = b (1 -
a+p a+p

(d) Puisque X; et X, sont de carrés intégrables, la covariance entre X; et X, est définie et donnée
par Cov(Xj, Xo) = E(X3Xp) — E(X7)E(X?). Puisque E(X;) et E(X»2) sont connues, il nous reste a
déterminer E(X; X5).

Comme X; et X, sont a valeurs dans {0, 1}, X; X> est a valeurs dans {0, 1} donc suit une loi de
Bernoulli de parametre P(X; X» = 1). En conséquence,

(XX =P X = ) =P =1, X, = 1) = 9P
a+p
puis
_(l—a)ﬁ_( B\
COV(XI)XZ) - . ﬁ o ﬂ
_B ( B )
S a+p - a+p
p
=g @)
__Pq
(@+p)*
On obtient
COV(XI;X2):%, oug=l-a-p|

(e) Sig#0,dufaitque
indépendantes.

@ +ﬁ)2 > 0, il vient Cov(X1, X) # 0 et on est certain que X; et X, ne sont pas
Au contraire, si g = 0, il vient Cov(X;, X>) = 0 et X» est potentiellement indépendante de X;.
Vérifions que c’est bien le cas. Puisque g =0, ilvienta+ =1, p1=p2=Betl-p1=1-p2=a,
et en conséquence la loi du couple (X;, X») est donnée par

P(X1=0,X2=0)=a’=(1-p1)(1-p2), PX1=0,X2=1)=af=010-p)p>
PXi=1,X=0=af=p1(1-p2), PXi=1,Xo=1D=010-a)B=p1p2.

La loi jointe de (X3, X») est donc le produit des lois marginales de X; et de X», donc X; et X, sont
indépendantes. Finalement

‘XIJLX2<:>0¢+,B:1‘.

Page 2/11



PTB-Lycée Gustave FEiffel Année 2020-2021

3. Déterminons laloi de N. Par définition, N = inf{n € N* : X,, =0} donc N est a valeurs dans N* U {+oo}.
Puisque I'appareil est en fonctionnement le premier jour, X; vaut 1 presque stirement et P(N =1) = 0.
Maintenant, pour tout n > 2, il vient par la formule des probabilités composées

P(N =n)
:P(Xl = 1,...,Xn_1 = I,Xn :0)
=PX;=1)-PX=1X1=1-PX,_1=1X1=1,....Xp2=1-P(X, =0/ X1 =1,..., Xp_1 = 1).

Puisque le comportement de I'appareil au jour j ne dépend que de son état au jour j — 1 et pas des
jours précédents, nous avons

Viel2,n-1, PX;j=1X1=1,...,X;.1=)=PX;=1|X;o=)=1-a
et
P(Xy=01X1=1,..,Xp-1=1) =P(X, = 0| X,-1 = D) = a.

En conséquence,
vnz2, P(N=n=(1-a)"’a
+00
Enfin, puisque Y P(N=n) =1, il vient P(N = +o00) =0, etla loi de N est déterminée. On peut alors
n=2
donnerlaloide N—-1:

VneN*, P(N-1=n)=P(N=n+1)=0-a)" 'a,

ce qui prouve que| N—1— ¥ (a) |

4. (a) Fixonste[0,1].Alors0< (1-p)t<1—p<1puis:

+00 +00 1 +00 1 pt
Gy(®=)Y PYVi=mt"=) pa-p)" 't"=pt) [A-p1)"' = ————.
n=0 n=1 n=1 1-0-p)t
Ainsi, | V£ € [0,1], Gy, (1) = — P~
’ TN T At |
(b) Puisque Y; et Y, sont indépendantes et suivent la méme loi, il vient
2
Viel[0,1], Gy,+v,(8) =Gy, () -Gy, (1) = [Gy (l‘)]2 = (p—t) .
1+ 12 1 2 1 1-(1-p)t
(c) Fixons neN*.Ilvient:
PZ>m =PV >nY,>n "= P\ >n-PYa>n =" P =P
Or, nous avons
+00 +00

—k—n . +00 .
Y pa-p* =Y pa-pt = pa-p" Y a-pl = a-p" Y,

+00
PM=m=) Pi=k=
k=n k=n j=0 j=0

et en conséquence P(Z > n) = r L otur=01- p)z. Maintenant,

VkeN*, P(Z=k=P(Z>k-PZ>k+1)=rF1-rk=rk1l1_p),

eton en déduit| Z — ¢ [1-(1 —p)z] i
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(d) De maniere analogue, on établit
VneN*, P(T<m =[Py <mP?=01-P(¥;>n+DP?=[1-01-p"]".
La formule précédente étant également valable en n = 0, il vient
P(T=n)=P(T<n)-P(T<n-1)
=[-a-p"P-n-a-p'J°
=[a-p"'-a-p"]-2-0-p" ' -a-p"]
=pd-p" ' 2-a-p"t-a-p"].

Conclusion:|YneN*, P(T=n)=pd-p)" 1[2-0A-p)"1-0-p"]|

5. Notons N (respectivement N») le numéro du jour ol le premier appareil (respectivement le second)
tombe en panne pour la premiere fois. La premiére panne se produit alors au jour N = min(Ny, N»).
Maintenant, posons Y] = Ny —1, > = N, — 1 et Z = min(Y1, Y2) = N — 1. Puisque les deux appareils
sont en fonctionnement le premier jour, la question 3 nous dit que Y; et Y, suivent la méme loi
géométrique de parametre «. Puisque les comportements des appareils sont indépendants I'un de
l'autre, Y; et Y, sont indépendantes et Z suit une loi géométrique de parameétre 1 — (1 — p)2. Il vient

alors
2-(1-p)?
E(N)=1+E2) =1 = i
N =1+ED) =1+ 15 = 1= 2
Algeébre linéaire
Partie I

1. (a) Puisque B estsymétrique réelle, elle possede une base orthonormée de vecteurs propres (E, E», E3).
Notons % la base canonique de R® et considérons les vecteurs e, e» et e3 de R® vérifiant
Ei =Matg(er), Vk € [1,3]. Alors la famille 2’ = (e, e2, e3) est une base orthonormée de vecteurs
propres pour g et’ la matrice de g dans %’ est diagonale ‘

(b) Déterminons le spectre de g. Pour ce faire calculons X = Xg. En effectuant I'opération C, —
C1 — Cs, en factorisant par 2 — t, en effectuant 'opération L3 — L3 + L; puis en développant par
rapport a Cy, il vient :

1-t -3 -1 2—1 -3 -1 1 -3 -1 1 -3 -1
Xp(t) =(-1 3) -3 3-¢ —3|=—| 0 3-¢ —3|= -2 | 0 3-r -3 ): -2 |03—t—3|= —2) 3¢ 3.
(=1 -1 -3 1-¢ t-2 -3 1-¢ ( )—1—31—z ( )0—6—t (t1-2)[ % 3

Comme |37 23| = #(r-3)— 18 = r* = 31— 18 = (t + 3)(¢ — 6), on obtient finalement

|Sp(g) = 1-3;2;6} |

Déterminons maintenant les sous-espaces propres de g. Puisque X est scindé a racines simples,
ils sont tous de dimension 1.
-3

4
— Les colonnes de B+3I3 = (:? 8,

-1
—43) vérifient C; + C» + C3 = 0 donc

E_3(g) = Vect(e;) ol1 ) = \/Lg(l, L]

-1-3-1
— Lescolonnesde B—21I3 = (:? }3 :?) vérifient C; — C3 =0 donc

E»>(g) = Vect(ey) ol ez = %(1,0,—1)
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— Les sous-espaces propres de g étant orthogonaus, il vient

Eg(g) = Vect(es) ollez = e; A ey = \%(—1,2,—1) .

(c) Puisque (e, ez, e3) est orthonormée, il vient

1 sii=j,

P 2 . N —
v(i, ) el1,3]%, <el,e,>—{ 0 sii].

En conséquence, si x = xje1 + Xpe2+ x3e3 et y = y1€1 + o€ + yses, il vient

3 3 3 3 n
(x,y)= <Z xiei, Y yj€j> =) ) xiyjlei,ejy =) xiyi.
i=1 j=1 i=1j=1 i=1

Immédiatement, on obtient| (x, x) = x7 + x5 + x5 |. Maintenant, puisque

g(x)=x18(e1) + x28(e2) + x38(e3) = —3x1€1 +2x2e2 +6x3€3

il vient| (g(x), x) = —3xf + 2x§ + 6x§ . Enfin, on établit par récurrence

VvneN*, g'le1)=(-3)"e1, g"(ex)=2"e,, g"(e3)=6"¢;3,
et on obtient

vneN*, g"x)=x18"(e1)+x28"(e2) +x38"(e3) =(—3)"x1€1 +2" x202 + 6" X303,

puis|(g"(x),x) = (—3)”xf + Z”xg +6”x§ .

(d) Puisque 2" =0[(—3)"], (—3)" = 0(6") et (x1, X2, x3) # (0,0,0) il vient

6"x5  sixg#0,
Up(x) ~ (=3)"x? sixz=0etx; #0,
n—+oo 2 1 .
2" x5 sixg=x1=0etxy #0,

Dans tous les cas, il vient |v,,(x)| +o00 et

n—+oo

la suite (v, (x)),>1 est non nulle a partir d'un certain rang |.

(e) On vient de voir que si x3 # 0, il vient v, (x) . 6”x§. En conséquence
n—+oo

n.,2
Vn(x) N 6 X3 -
Vp—1(x) n—+oo 6”—1x?2’ n—+oo

)

Vn(X)
Vp-1(x) n—+oo

ce qui entraine

2. (a) Puisquel’'ona

c(i)=(2)=-301) cls)=(8)=3(g) e c(z)=(5)=3(3)
il vient h(e;) = —3e1, h(ez) = 3e, et h(e3) = 3e;3. Ceci prouve que (e, ez, e3) est une base de
vecteurs propres de h, et donc que # est diagonalisable dans (ey, ey, e3).
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(b) Puisque h'*(e;) = (—3)"e1, h'*(e2) = 3"e, et h'(e3) = 3"e3, Vn € N, il vient wy,(e;) = (-3)7,
wy(e2) =3" et wy(e3) = 3" puis

wpler) wplez) wp(es)
et

Wwn-1(e1) n—+oco " wp_1(ey) = n—+oo wp-1(e3)  n—+oo

(c) Soit x = x1e; + X2es + x3e3 € R3. Si x est nul, w,(x) =0, Vn € N*, donc le vecteur nul n’est pas
dans D. On suppose x non nul dans la suite. Pour tout n € N*, il vient

h"(x) =x1h" (e1) + xoh' (e2) + x3h™ (e3) = (=3)"x1e1 + 3" x2e2 + 3" x3€3,
puis
Wy (x) = (=3)" x5 +3" (x5 +x3) = 3" [x5 + x5 + (=1)"x}
En particulier, w,,(x) >0, Vn € N. Maintenant
— six5+x3—x2#0, wope1(X) 0, VR EN;

— 81xz+x3—x1 0, wop+1(x)=0,VneN.

Finalement, | D = {xje; + xpe3 + x3e3 : x% + x§ - xf #0} |

(d) Posons Xy = ej + €2 + 2e3. Comme 12 + 22 — 12 =4 # 0, x; est bien un élément de D. Maintenant,

wan(xo) _ 6-3°" 9 9 wan+1(xo) _ 4-3*"H!

Wan—1(xo) 4-327"1 " 2 n—+oo 2 Won(xo)  6:327 7 n—+oo

)

whp (Xo) )

Wn-1(%0) |
dont le comportement asymptotique difféere.

(e) Soit x € D. Puisque (=1)"2 = (=1)", il vient

ce qui prouve que la suite ( _, e converge pas puisqu’elle posséde deux sous-suites
=

Wy (x) 3" [x5 + x5 + (—1)"x?] ) )
= = 3
Wp—z(x) 3172 [xg + x§ + (—1)"‘2xf] n—+oo

Partie I1

1. Soit x € R? vérifiant (x, eq) # 0. Notons (xi,...,x4) les coordonnées de x dans la base (ey,...,e;).
Puisque (ey, ..., e4) est orthonormée, il vient x; = (x, e;), Vi € [1,d], et en conséquence x; # 0. Main-
tenant, pour tout n € N*,

d d
fr =Y xif"e) =) Alxe;,
i=1 i=1
puis, en utilisant a nouveau que (ey, ..., e4) est orthonormée,

un(x) = (f"(x), x)

d d
=( L Afxiei ) xje
i=1 j=1

d d
Yo Y Alxixjei ej)

i =1

d 2
n

2:‘lzxz

i)

—
~.

AnZ
a‘a
llx
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Al _ il Al ; ~ 17, il vient (X)) ——— 0 pui ~ Ax2
Comme |Ad| =1 < o < 1, Vi € [1,d — 1], il vient (Ad) — 0 puis u,(x) T Adxd. En
conséquence
1 (x) Ad¥q
~ ~ Ag—— g |
Ujp—1(x) n—+oo Ag_lei n—+oo n—+o0o
2. Enreprenant les notations et les calculs de la question précédente, il vient
Eoxp (A" 4 o
Un(x) =a(A’ [1+ (—) , oua(x)= x5 > x5 >0,
" d l:Zi a(x) \Aq i:%l P
puis 1, (x) ~ a(x)A}; etenfin
n—+oo
Uy, (x) Aja(x)
~ ~ Ag——Aq |
Up—1(x) n—+oo Ag—la(x) n—+oo n—+o0o
3. Posons x=e4_1+2e4.Alors, VneN*, u,(x) = (—14)" +4(14)" puis
Upp (X) S'Afin 5/1 S)L t Upp+1(X) 3 'AZ"H 3 3/1
= = — —_— e = = — —_— — .
an1 () 3-A201 374 o 374 wn(x) 5.4 54 v 574

Puisque A4 #0, il vient 314 # 21, etla suite ( Uy () ) >
nz

(9 ) o1 possede deux sous-suites dont le comporte-
ment asymptotique difféere. En conséquence,

la suite( Uy (X) )

) 1 ne converge pas |.

Partie II1

d
1. Fixons x € F; 1l existe alors (X, ..., xz) € R4%*1 non nul vérifiant x = Z x;e;, etil vient
i=k

d
(fe),x)=Y Aix?
i=k

d
> Mx? (carVie[k,d], x2 >0etd; > Ag)
i=k

= Ar{x, x).

Comme {x, x) > 0, on obtient bien %icx—l;c) > A, Vxe F,: .

2.

(f(er),ex)

1 oo _ .
Remarquons que ey est un élément de F© qui vérifie 72255 = 1. En conséquence

VieF* (f(x),x) S (flex),er)
)y T (e ep)

puis

min (f(x), x) _ (f(ex), e A
xeF; (X, X) (ek, ex)
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3. Fixonsxe€ E; 1l existe alors (x1,...,X;) € R¥ non nul vérifiant x = Zle x;je;, etil vient
k 2
(f0),x)=) Aix;

iz
k

<Y Apx? (carVie[l,kl, x2 >0etd; < Ag)
i=1

= Ar{x, Xx).
Comme (x, x) > 0, on obtient —%;xl;c ) < Ag, Yx € Ef | Maintenant, remarquons que e est un élément
de E; qui vérifie % = A¢. En conséquence

(f,x) _ (flew er
(x,x)  {erer

Vx€E,

puis

(f(x),x)  (flex),ex) 1
= =AMk

xeEr (X, X) (ex, ex)

4. (a) Soit V € ¥4. Supposons par I'absurde que I'on a V N Fy. = {0}. Alors V et Fy sont en somme directe
etil vient dim(V + Fy) = dimV + dimF = k+ (d — k+1) = d + 1. Or nous avons V + F;  R? donc

dim(V + Fp) < dimR? = d, ce qui est contradictoire. En conséquence, | V N Fy # {0} |.

(b) Montrons dans un premier temps que sup (f(x), x)
xevVr X, X)

— Puisque V N Fi # {0}, V* est non vide donc I est une partie non vide de R.

(f(x),x)
Y0 < e T2
’ x€E; (X, X)

> Ar. Notons T = {M 1XE V*}.

(x,x)
— Puisque V* c R? = E4, pour tout x € V¥, il vient = Ag4, ce qui
prouve que I' est majorée par 1.

‘ - "y (f (x), x)
En conséquence, I' admet une borne supérieure et la quantité sup C—)
xeV* X, X
définie. Par ailleurs, puisque V* contient un vecteur y de F;, il vient

=supl est bien

sup (f(x),x) > S, > min (f(x), x) 1
xeV: (X, X) 9182, xeF; (X, X)

Pour achever la question, il faudrait établir 'existence de maxT’, c’est-a-dire a montrer qu'il existe
o Tk g _ (@3 ' . e

un vecteur X € V* vérifiant supI' = 72 Je pense que I'énoncé sous-entendait implicitement

'existence de X car elle est délicate a établir avec les outils du programme de PT. Nous en

rédigeons toutefois une preuve en annexe 1.

(c) Puisque Ej est de dimension k, Ej est un élément de ¥} qui vérifie, d’apres la question 3,

ax<f(x#x> = Ak. En conséquence,
x€E; (X, X)
VVes, aX<f(JC),x> S A= ax(f(x),x>,
xeV* (X, X) x€E; (X, X)
et donc
min (max M) =k
Vel \xeV* (X, X)
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(d) Ens’inspirant des questions 4.(a) a 4.(c), Montrons successivement que
() YV €Y k+1, VN E #1{0};
(f(x), x)
(X, X)
X), X
(i) max (min —<f( ULZ ) =1
VeV \xeV* (X, X)
(i). Soit V € ¥;_i.1. Supposons par I'absurde que I'on a V N Ey = {0}. Alors V et Ej sont en somme
directe et il vient dim(V + Ej) = dimV +dimEy = d — k+ 1+ k = d + 1. Or nous avons V + E; c R%

donc dim(V + Ej) < dimR? = d, ce qui est contradictoire. En conséquence, | V N Ex. # {0} |.

X),Xx
(ii). Montrons dans un premier temps que inf M < Ag. Notons T = { S0 ey }
xeV* (X, X) 0x)

— Puisque VN Ej # {0}, V* est non vide donc I est une partie non vide de R.

(i) YV € ¥4_k+1, min <Ak
xeVv*

— Soit x € V*. 1l existe alors (x1,...,X4) € R4 non nul vérifiant x = Z?zl x;je;, etil vient
d 2
(fl,x)=) Aix;
~

l
d
> Y Mxi (carVie[l,d], x2>0etd; > 1))

i=1
= A1{x, x).
Comme {x,x) > 0, on obtient % > A1, Vx € V%, ce qui prouve que I' est minorée
par ;.
. s e (O, .
En conséquence, I' admet une borne inférieure et la quantité 1nvf (—) = infT" est bien
xeV* (X, X
définie. Par ailleurs, puisque V* contient un vecteur y de E;, il vient
X), X , X), X
inf(f() ><<f(y)y>< (f(x) >=/1k-

Ve (x,x)  (yy)  xeE. (%, X)

Maintenant, la stratégie détaillée dans I’annexe 1 permet d’établir qu'’il existe un vecteur X € V*

Lo : _ (3,5
vérifiant infT" = R

et on obtient bien

mﬂﬂﬂmgk.
xeV* (X, X)

(iii). Puisque Fy est de dimension d — k + 1, Fj. est un élément de ¥;_,1 qui vérifie, d’apres la

question 2, min M
X

= Ak. En conséquence,
eF; (X, X)

xeV* (x, x> XEF; <x, x)
et donc
VeYy i \xeV* (X, X)

5. (a) Puisque A, Q et QT sont a ccefficients réels, A’ est a coefficients réels. De plus, du fait que A est
symétrique, il vient

AT = (QTAQ)T _ QTAT(QT)T —QTAQ=A"

La matrice A’ est symétrique réelle ‘
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(b) i |[(x,y=X"Y|

ii. Rappelons que les matrices colonnes des coefficients de g(x) et g(y) sont respectivement
QX et QY. En conséquence, Il vient

Q=141

(@), g = (QX)T(QY) = xTQTQy ? XTY = (x,y) |

iii. Tout d’abord, il vient
dimg(E}) = dimVect[qg(e)),...,q(e})]| =1g[q(e)),...,q(e})].
Maintenant, la famille (g(e}),..., q(e}c)) est orthonormeée :
.. 1 sii=j,
v, )€ LK, (q(e)), qte)) = (e}, e} ={ 0 siiz]

En conséquence, la famille (q(e’l), ceo q(e}c)) est libre donc son rang est son cardinal et il vient
dimq(E}) = k|

. . o (f'(x), x)
c¢) Parlaquestion 3 appliquée a A, il vient /. = max ————.
(9] q pplq k xe(ED (%)

Maintenant, pour tout x € (E;C)*, nous avons d'une part
(f'x0),x) = (A% Xx=xTATXx=XTQTATQX = [AQX)T(QX) = (fIg(x)], g(x))
et d’autre part (x, x) = (q(x), q(x)), par la question 5.(b)ii. En conséquence,

!
A} = max J@xn max M
xe(B)* (X%,x)  xe(EBpr (q(x),q(x)

Or g estinjective :
vxeR?, gx)=0={(q(x),gx))=0=(x,x) =0=>x =0,
donc q réalise une bijection de (E})* sur g[(E})*] = q(E})" (car q(0) = 0). En conséquence,

gLl g *}_{(f(z),z>_ / }
{ (q(x),q(x)) tX€E(EY) ¢ = z.2) :z€ q(E))

puis

A, = max (flg], q(x)) _ max (f(2),z) .
xe(Bp* {q(x),q(x))  zeqE)* (z,2)

(d) Puisque g est injective, dimq(E;c) = k donc q(E;C) est un élément de 7. Par la question 4.(b)
appliquée a A, il vient

A= max (f(2),2) > el
zeq(E)*  (Z,2)

(e) Enposant F,’c = Vect(e}c, e e;l_l), et en appliquant la méme stratégie qu’a la question 5.(c), on
établit

(f(2),2)

A= min
zeq(F)*  (z,2)

Toujours par injectivité de g, dimq(F}) = d — k= d - (k+1) + 1 donc ¢(F,) est un élément de
Va-k+1)+1- Par la question 4.(d) appliquée a A, il vient

A= min (f(Z),Z>< max ( . {f(2,2)

1 < min
z€q(F)* (%,2) VEVykrn+1

<A .
€V (2,2) )\ k+1
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Annexe 1

Posons S = {x € RY : ||x| = 1}, Vs=V*nSetA={(f(x),x) : x € Vs}. Montrons dans un premier temps que
sup A est défini et vérifie supA = supT.

— Puisque V contient un vecteur non nul y, le vecteur z = ﬁ est bien défini, de norme 1 et il est dans V
car V est stable par multiplication par un scalaire. En conséquence, Vs est non vide et A est une partie
de R non vide.

— Puisque l'on a Vg c V*, tout vecteur x de Vg vérifie {f(x), x) = Uzgcxl)x ! < supI'. En conséquence A est

une partie non vide de R majorée par supI’, donc sup A existe et vérifie supA < supT.

— Soit x € V*. Puisque V est un sous-espace vectoriel de R%, ﬁ est un élément de V de norme 1 donc un

élément de V. Maintenant, <f(;xl>x ) = < f (ﬁ) , ﬁ> < supA, ce qui prouve que sup A est un majorant

de T, puis que supI’ < supA.

Il ne nous reste plus qu’a établir I'existence de X € Vs vérifiant sup A = (f (%), X) pour conclure. Puisque S est
borné, Vs est borné. Puisque I'on a (f(x), x) = X1, Aixl?, I'application x — (f(x), x) est polynomiale donc
continue. Sil’on montre que Vs est fermé, I'existence de X est établie puisque toute fonction continue sur un
fermé borné de R? est bornée et atteint ses bornes.

La caractérisation séquentielle des fermés n’étant pas explicitement au programme de PT, la seule maniére
d’établir que Vs est fermé est de montrer que son complémentaire VSE est ouvert. Soit x € Vg. Montrons qu'il
existe € > 0 tel que la boule ouverte B, (x, €) soit incluse dans Vg. Puisque x n’est pas dans Vs, alors soit x
n’est pas dans V*, soit x n'est pas de norme 1.

— Sillxll <1, en posant € = 1— ||x|| > 0, tout vecteur y de B,(x, €) vérifie
lyl=lly—x+xll<ly—xl+lxl<e+lxl=1,

donc B, (x, €) est bien incluse dans VSE.

— Si|lx|| > 1, en posant € = || x|| — 1, tout vecteur y de B, (x,¢) vérifie
l=lxl-e=llx-y+yll-e<lx—yl-e+lyl<lyl,

donc B, (x, €) est bien incluse dans VSE.

— Si|lx|| =1etx¢ V*, nécessairement x est non nul, x n’est pas dans V et dimV < d (sinon V = R% et
x € V). Notons xy le projeté orthogonal de x sur V et posons u = x — xy. Puisque x n'est pas dans V,
u estnon nul et il vérifie d(x, V) = || x — xy | = |ull. Posons € = ||u|| > 0 et considérons un vecteur y de
By (x,¢€). Sipar 'absurde y est dans V, le vecteur y vérifie |x— yll <e =[x —xy | = d(x, V), ce qui est
contradictoire. Si par I’absurde y est nul, le vecteur nul est un élément de B, (x, €) donc || x| < €. Orle
théoreme de Pythagore assure que || x[|* = | xZ || + | x — xy [|* > * et on obtient une contradiction. Ainsi
y n'est pas dans V et il n'est pas nul donc il n’est pas dans V*. La boule B, (x, €) est bien incluse dans
Ve,
Ainsi Vg est fermé, et ceci acheve la preuve de I'existence de maxT'.
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