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Partie 1

%
1. Soit B le point de coordonnées (0,0,2) dans Rp = (O, 7, 7, k )

Soit M le point de coordonnées (z,y, z) dans Ro. Notons (X,Y, Z) les coordonnées de M dans

X==x
le repére translaté Rp = (B, 7, 7, ?) Alors, ¢ Y =y
Z =z—2
Z2
L’équation de I' dans le repére Rp est : X2 +Y? — 5 = 0.

%
Dong, | T est un cone de sommet B(0,0,2), de révolution autour de 'axe (B k).

%
Ce cone est obtenu par la rotation autour de (B k ) de la droite d’équation Z = v/3 Y, qui forme

— 1
un angle 6 avec ’axe (B k:) tel que tanf = — soit 0 = T

/3 6

T
Dong, | le céne I'' a pour un angle au sommet 6 = &

2. Soit A le point de coordonnées (x4,ya,24) = (1, V2, 5).

1
Notons F(z,y, z) = 2% + y? — 3 (z — 2)2. T a pour équation cartésienne F(z,y,z) = 0.

oF oF oF 2
%(:ﬂayaz) - 2$, a_y(x’y, Z) - 2y et g(x’y’ Z) - _g (Z - 2)

24 2
—
Donc, en A, grad F(xa,ya,z4) = 2ya = 2v2 | # 0.
—2/3 (z4 — 2) -2
Dongc, le plan tangent & I" en A a pour équation :

g—i($AayA, za) (@ —za) + %—g(wA,yA, za) (Y —ya) + (Z—Z(SUA,ZJA, za) (z — z4) =0,

soit : 2(x — 1) +2v2 (y — v2) — 2(2 — 5) = 0.

Aprés simplification, I'équation devient : | = + 2y — 24+ 2= 0.

3. Tout plan paralléle au plan Ozy a pour équation z = « avec a € R.

Notons C,, la courbe intersection de I' avec le plan d’équation z = a.

Z =« =«
Alors, C,, a pour équations 1 — 1 .
aadDP q {x2+y2:§(2—2)2 {x2+y2:§(o¢—2)2
. . 2 2 1 2
Donc, dans le plan z = «a, C, a pour équation : | x° + y* = 3 (v —2)°.

a2

7

Sia # 2, C, est le cercle du plan z = «, de centre Q, = (0,0, «) de rayon R, =

‘ C est réduit au point B(0,0,2). ‘




4.a. Notons Cy l'intersection de I' avec le plan x = 0.

4.b.

=0
22 4 y? =

z=0 =0

(z — 2)2 :){ y2:1(z—2)2 :}{ z—2=%+3y

Cp a pour équations {
3

1
3

Cy est la réunion de deux droites du plan z = 0, d’équations z = 2 + /3.

Notons Cj, l'intersection de I' avec le plan x = k, k # 0.

r=k =k
Ci a pour équations 22 42 = % (2= 2)? = K2 4 y? = % (2 —2)2
) 2 2
Dans le plan x = k, Ci a pour équation : (237) - % =1.

Cr. est une hyperbole, de centre I (k,0,2), d’axe focal (Ik ?)

%
. Tout plan paralléle a 'axe Oz est de la forme P, g = M + Vect( k, v_g)

cos —sinf
ol M =0+auj avec up= [ sind |, et vg= cos |,a€R,0el0,n]
0 0

La surface I' est invariante par rotation autour de l'axe Oz.

Notons rg la rotation d’angle € autour de ’axe (O?)

Alors, r9(7) = up et ro(O + a?) =O0+aup =M.

Donc, P, g est I'image du plan @, = My + Vect (?, 7) avec My(a,0,0), soit le plan Q, : = = a.

Par invariance par rotation autour de Oz, 'intersection de I' avec le plan P, g est de méme nature
que l'intersection de I' avec le plan x = a. Si a = 0, on obtient une réunion de deux droites
d’aprés 4.a. Si a # 0, on obtient une hyperbole d’aprés 4.b.

Remarquons que a = 0 si et seulement si P, g contient Oz.

Notons P un plan paralléle 4 Oz et C = PNT.

Si P contient Oz, C est la réunion de deux droites, sinon C est une hyperbole.

Soit P un plan contenant le sommet B(0,0,2) du cone I'.
0
I" est le cone de révolution autour de 'axe Bz, d’angle au sommet 6

En fonction de I'angle € formé par P avec 'axe Bz, intuitivement I'intersection de P avec I sera
. . m
— l’ensemble vide, si 6 > s

m
— la réunion de deux droites, si 6 < a3

T
— dans le cas critique 0 = & une seule droite.

ﬁ
Formalisons ce résultat. Pour cela, placons-nous dans le repére Rp = (B , 7, 7, k )
Soit P un plan passant par B, formant un angle 6 € }—g, g} avec l'axe Bz.

Notons Cy l'intersection de P avec I'.

Par invariance de I' par rotation autour de Bz, on peut considérer un plan P dirigé par 7.



0

Alors, P = Vect(?,@) avec Wy = | sinf
cos 6
0
Soit 775 =7 A wh = | —cosf |. Définissons le nouveau repére R’ = (B, _z>, 175, ’I’Lg).
sin 6

Notons (X,Y, Z) les coordonnées d’un point dans Rp et (X', Y’ Z’) ses coordonnées dans R’.

X X' 1 0 0 X=X
Alors, | Y | =P | Y | avecP=| 0 sinf —cosf |,soit{ Y =sinfY’ —cosb 7’

Z z' 0 cosf sinf Z =cosfY' +sinf 7'

1
I a alors pour équation dans R’ : X"? + (sinf Y’ — cosHZ’)2 =3 (cosOY' + sinHZ’)Q.

On a construit le repére R’ pour que P ait pour équation dans R’ : Z' = 0.
Z'=0

Donc, Cy a pour équation dans R’ : { X2 4 (sinHY’ ~ cosd Z,)z _ é (cosHY’ n sinHZ’)2
Z'=0 Z2'=0

OGN xm gy - @ y? T X?= (? — sin? 9> %

Notons b = cos*0 —sin?6. Alors, b = % cos?0 —1>0 & cosf > ? S 0< %

Cp a pour équations dans R’ : { )Z(,,;:O by?2

Sif< %, alors b > 0 et Cy est la réunion de 2 droites.

Sif= %, alors b = 0 et Cy est la droite dirigée par wh.

Sif > %, alors Cy est I'ensemble vide.

Donc, 'intersection C' de I" avec un plan contenant son sommet B(0,0,2) dépend de I’angle 6
formé par ce plan avec ’axe vertical Bz.

Sif< %, alors C' est la réunion de 2 droites. Si 0§ = %, C est une droite. Si 6 > %, C=10.
Partie II
2,2
1 . Dans le plan z = 1, la courbe H a pour équation ~— — 2= 1 avec a = b= 2.
a
Donc, | H est une hyperbole. ‘
%
2 . Soit D une droite paralléle au plan (O, 7, 7), qui rencontre (O k )
cos 0
Alors, D = A+ Vect(ﬁ) avec A(0,0,a) et W = | sinf |, onacRetdel0,n]
0
D est I'ensemble des points M; = A +t U = (t cosf,tsind, a), teR.
tcosf=1

Pour que D rencontre H, il faut qu’il existe t € R tel que M; € H, soit { 2420 — o — 4



Fixons a. Ces deux équations donnent : t? = t2 (0082 6 + sin® 9) =14+4+a?=5+a%
Donc, t = £v/5 + 2.
1 1

D’apreés la premiére équation, cosf = — = +——.
t V5 +a?

/ 1 [4+ o
Comme 6 € [0,7[, sinf > 0 et sinf = V1 — cos? 0 = 1_5+a2: 5122.

%
Ainsi, les droites paralléles a (O7 7, 7), qui rencontre (O k) et H sont les droites D, et D/,
a € R, paramétrées par

t t
T = —— T = —

V5 4 a? V5 4 a2

Dy - _, JAita® et D _, [A+a> | teR.
v= 5+ a? v= 5+ a?

Z =« =«

On a alors S = |J D, UD,,.
a€R

Donc, si M(z,y,z) € S, alors il existe « € R et t € R tels que y [4+a?
y = —_—
5+ a2

2(a2 + 32 4 2

7( 5) et y? =12 ra .
5+ a? 5+ a?

En prenant S = 2, on a bien 562(22 + ﬁQ) = 22 (22 —|—4) =

Alors, 22 (22 + 52) =

Inversement, supposons que le point M (x,y, z) vérifie l’équation 22 (22 +4) =2

/5 4
Posons a=zett=y 41 . Alors, y =t 51 et z=a.

L’équation z (z +4) devient 22 t? 4+o? t* soit x iit
— v — = .
q v +4 2+45+a2 5+a? 5+ a2

Donc, M € D, U D!, avec a = z € R. | S est donc décrite par 'équation y? = 22 (z2 + 4).

. Notons C, la section de S par le plan = = b.

Cp a pour équations { z="b <:>{ z="b
b y2:x2(22+4) y2:b2( )
g2 22 y? 22
Si b +# 0, Cy a pour équation dans le plan z = b : YR =1, de la forme 2 ? =1

avec a = 2b et § = 2. Donc,

|
Ses sommets sont les points A(b, o, 0) et A'(b, @, 0).
Ses foyers sont les points F(b,c,0) et F'(b, —c,0), avec ¢ = \/a? + 32 = 2¢/1 + b2.
Les sommets de Cj sont donc les points A(b, 2b,0) et A’(b, —2b,0).
Les foyers de Cj, sont les points F(b, 2v/1 + b2, O) et F’(b, 2v/1 + b2, 0).

%
Sib=0, Cy a pour équation dans le plan x =0 : y = 0. Donc, | Cy est la droite (O k )




Le lieu & des sommets des sections Cp de S par les plans d’équation x = b est la réunion de
deux droites privées chacune privée de leur point d’intersection O :

&£ = D1 U Dy avec Dy = {(b, 20,0),b € R*} et Dy = {(b,—zb,()),b € R*}.

Le lieu & des foyers des sections Cp, de S par les plans d’équation x = b est la réunion de deux
courbes T'; et I'y, privée chacune d’un point (b = 0), avec :

I, = {(b,2\/1+—b?,0),beR} et Ty = {(b,2\/1+—b2,0),b6R}.

Ces courbes du plan z = 0 ont pour équations respectives y = 2v/1 + 22 et y = —2/1 + 22.

2
La réunion de ces 2 courbes a pour équation y? = 4(1 + xQ), soit yz —22 =1

Il s’agit donc d’une hyperbole, privée de ses deux sommets.

z=0
Donc, | & est 'hyperbole d’équations y? 27 privée de ses sommets.
1 =
, . y==c y=-=c
. Sp a pour équations { V2 = 2 (22 n 4) <— { 2 (22 n 4) _ 2
Sy a pour équation dans le plan y = ¢ : x2 (z2 + 4) = 2.
c . c 2 4 sint
Lo (t) = —3 sint, z'(t) = —3 cost, 2/(t) = p— et 2'(t) = o

sin? ¢ c c

Alors, A(t) = —2¢ (—2sin?t + cos? t).

cos?t cost  cos3t

c
La courbure au point de paramétre ¢ est | A(t) = P (1—3sin®t).
cos

1 1
Si ¢ #0, A(t):0@1—3sin2t:0<:)sin2t:gﬁsint:i—.

V3

1
Les points d’inflexion de Sy sont les points de paramétre ¢ tel que sint = :|:—3.
1 2 int 1 v3 1
Dans ce cas, cost = £1/1 —sin®t = 4+4/1 — = = i£ et tant = Se +— £ =+—.
V 3 V3 cost 32 2

c
Le point de Sy de parameétre ¢ a pour coordonnées <§ cost, ¢, 2 tan t).

Les points d’inflexion de Sy sont donc les points :

o (Gt G 8) et ).

Dans le cas ol ¢ = 0, 'équation de Sy dans le plan y = 0 est : z2 (z2 + 4) =0 2=0.

Il s’agit donc de la droite (Oz). ‘ Sic=0, Sy n’a pas de point d’inflexion. ‘

Ainsi, le lieu des points d’inflexion des sections Sy de S avec un plan d’équation y = c est la
réunion de 4 droites, privées chacune d’un point :

D1: %,C,\/ﬁ),CGR*}, DQZ %,C,—\/ﬁ),CGR*},

C C
——.c,V2),ceR*Y, Dy = ——,c,—ﬂ),ceR*}.
NG > } ! NG

Dy =




Partie II1

1 . En posant p = 2, le point F' a pour coordonnées <g, 0).

La parabole P, qui a pour sommet O et pour foyer F, a pour équation 32 = 2pzx, soit | y? = 4x.

Remarquons que cette parabole passe effectivement par A(1, —2).

2
Y _ g2

2 . Soit M(xpr,yar) le point de P d’ordonnée ypy = 2t. Alors, xpr = 4

= t2
y =2t

2
Notons m = <;t> La tangente 7 & P en M est dirigée par f’(t;: <22t> =2 <i> #ﬁ

Ainsi, T a pour équation : —x +ty+c=0avec c€ R tel que M € T.

Ainsi, la parabole P est paramétrée par : {

Or, MeT & —t2+tx2t+c=0 < c=—t>. D'oul'équationde T : | —x +ty —t>=0.

Soit A la perpendiculaire & 7 passant par A(1, —2).

N a pour vecteur normal W= ( i >, donc pour équation : tz+y+d = 0 avec d tel que A € N.

Or,Ae N & t—-2+d=0< d=2—t. Ainsi,J\/'apouréquation:‘ tr+y+2—1t=0. ‘

Soit N(z,y) le point d’intersection de T et A/. Alors,

2t
4ty —12=0 B+1)y—t3+2—-1t=0 R
2 2 42 < 2 _
oty +2—t=0 (2 +1)z+2t— 12 +12 =0 _iery -2 2
Y 241 241
L int N donné 2t t 2
e poin a pour coordonnées | ———— ,t — —— |.
P P 2+1" 2+l
2
3 . La courbe & est paramétrée par t2 +21
—t-
Y 241
Tragons le tableau de variations des coordonnées.
2
21 24+ 1)+ 4t
Aprés calculs, on obtient 2/(t) = 2 ———— et ¢/(t) = %
(2 +1) (2 +1)

P(t)<0 & t2-1<0 & te]—1,1].

Le signe de 3’ est celui du polynome P(t) = (t2 + 1)2 — At =tr 422 + 4t + 1.

Remarquons que —1 est racine de P. Ainsi, P(t) = (¢t + 1) (at® 4 bt* + ¢t + d).

En identifiant, on obtient a =1, b= —1, ¢ =3 et d = 1. Donc, P(t) = (t + 1)(¢* — t* + 3t + 1).
Etudions le signe de Q(t) = t3—t2+3t+1. Q'(t) = 3t>—2t+3 a pour discriminant A = 4—36 < 0,
donc @' (t) ne change pas de signe et est toujours strictement positif.

Ainsi, la fonction @ est strictement croissante sur R. C’est une bijection de R sur R.

Dongc, il existe un unique o € R tel que Q(«) = 0. Alors, Q(¢) >0, Vt > a et Q(t) <0, Vit < a.
Remarquons de plus que Q(0) =1 et Q(—1) = —4. Donc, a €] — 1,0][.



On obtient alors le tableau de signes suivant :

t —00 -1 o +00
I
t+1 — Q +
I
Q(t) - - 0
|
I |
P(t) + 0 — 0 +
| |
D’ou le tableau suivant :
t —00 -1 a 1 +oo
I I
2 (t) + 0 — 0+
| |
| I
y'(t) + 0 — 0 +
| |
1

0

-
y(t) / \ 0
0 y(a) -

La tangente au point M (1) = (—1,0) est verticale car 2/(1) = 0.
La tangente au point M («) est horizontale car y/(a) = 0.
Au point A = M(-1) = (1,-2), 2/(—-1) =¢'(—1) = 0, donc il s’agit d’un point stationnaire.
4t(t2+1) =8t (2 — 1 4(t2 + 1) — 1612
i MEED =SB ) -
(2 +1) (2 +1)

,soit 2”(—1) = —lety”(—1) = —1.

7 _1 _1
La tangente a & en A est dirigée par le vecteur | o = < z,,g_& > = ( 1 >

& a pour asymptote la droite z = 0.

En foo, lim z(t) =0 et lim y(¢) = +oo. Donc,

t—+oo t—+oo

——




4 . On suppose que les valeurs t1, t9 et t3 sont distinctes. Notons N; le point de £ correspondant au
paramétre t;.

— ——
Ny, No, N3 sont alignés si et seulement si det (N1N2,N1N3) =0.

2 2
— — T2 2
Or, N1N2=<x(t2) x(t1)>: t2+12 t1+12 :<x12>.Factorisons:
y(t2) — y(t1) by — 1] — o p = Y12
B3+1 2+1
2(te — 1)
T1g = t(t3+1) - t2+1) titg — 1
2= ) t2+1 <1 L) = wig@ey B
= (B +1) (13 +1 —2t2—t2>,
Y12 (t%+1 t2+1( )(2 ) (1 2)
bty —t
soit 19 = 2 (B3 + 3+ 13+ 14+ 2ty + 2t).

(+1)(13+1)
2(t1te — 1) )

I+ 2+ 13+ 142t +2t )

Donc, les trois points Ny, No, N3 sont alignés si et seulement si d = det (u_m), u—13>) =0 avec :

d=2(t1ta — 1) (885 + 13 + 15 + 1 + 201 + 2t3) — 2(t1tz — 1) (6563 + 3 + t5 + 1 4 21 + 2t5).

Aprés développement et factorisation par t3 — t9, on obtient :

d = 2(ts — to) (t3tats — 13 + titats — t1 — 26 — 3ty — titg — bty — t3 — 2)

soit, d = 2(t3 — t2) (1 + 1) (titats — (t1 + t2 + t3) — 2).

Or, t3 —ta #0et 2 +1 >0, donc d = 0 < titaty — (t1 +to +t3) — 2.

Ainsi, le vecteur N1 Ny est colinéaire au vecteur @ = (

Ainsi, Ny, N3 sont alignés si et seulement si t1taots — (t1 + t2 + t3) = o avec o = 2.

5 . Avec les notations précédentes, considérons la droite D1y = (NlNg) et faisons tendre ¢ et ¢ty vers
la valeur tg. Alors, la droite D12 "tend" vers la tangente & £ au point Ny de paramétre tg.

Si N3 est le point (distinct de Ny et N3) de rencontre de Dio avec &, alors N3 "tend" vers le
point K par lequel la tangente en Ny a &£ recoupe £. Ainsi, § = lim t3 quand ¢ et ¢t tendent
vers .

En passant a la limite dans P'égalité t1tats — (t1 + to + t3) = 2, on obtient :

_ 2
ot —1°

20 — (2t +0) =2 < (13 — 1) = 2(to + 1), soit

Remarquons que dans ce raisonnement on suppose tg # +1. En effet, d’aprés le tracé de &£, les
tangentes & £ aux points A = M(—1) et M (1) ne recoupent pas la courbe.

Signalons qu’une autre méthode consistait & déterminer ’équation de la tangente 7o & £ en Ny :
To: —(tg+28+4to+1)z+2(t3 —1)y—4@5+1) =0.
20

76 dans I’équation de 7, pour obtenir :

2
ety =y(0) = BEEE

a=ty— 1

b=—2(t3 —to+1)

c =13 —t3 + 4o

d=—2t3

Par construction, £y est une racine de P, puisque Ny € 7. On pouvait alors remarquer que tg est

en fait racine double de P, pour avoir la troisiéme racine de P, 8, grace par exemple & la relation
d 2t 2

20 = —— = 9% soit 0 = .
a to— 1 to— 1

Puis, poser x = z(0) = —

PO)=a03+b6%+cO+d=0 avec




6 . Soit N1, No, N3 trois points de &£, de paramétres t1, 9, t3.
2
t— 1

Notons K7, Ko, K3 leurs tangentiels et 61, 05, 03 les paramétres de ces tangentiels. 6; =

Si N1, N3, N3 sont alignés, alors titats — (t1 + to + t3) = 2.

8 2 2 2
(tl—l)(tg—l)(tg—l) t1 —1 to — 1 ty —1°
Apreés développement, on obtient :

1+ 2(t1 +to + t3) — (tth +t1t3 + t2t3) _ 5
titats + b1 + o + b3 — (trte + tity + tat3) — 1
Or, titots =2 +1t1 + to + t3.

DOHC7 D = titots+t1+1to+1t3— (tltg—i-tltg —l—tgtg) —1= 1+2(t1 —l—tg—i—tg) — (tltg +1t1t3 —l—tgtg) =N
et 610505 — (91 + 602+ 63) = 2.

D’apreés la question 4, les points K7, Ko, K3 sont alignés.

016505 — (91 + 69 + 93) =

N
016505 — (91 + 69 + 93) =2 5

si 3 points de & sont alignés, alors leurs tangentiels sont alignés. ‘

Ainsi,

7 . La tangente & £ au point de paramétre 1 ne recoupe pas la courbe.

Donc,

le point de paramétre 1 n’a pas de tangentiel. ‘

8 . D’aprés la définition du tangentiel K de Ny donnée dans la question 5, K et Ny sont distincts.

‘ Un point ne peut pas étre confondu avec son tangentiel. ‘




