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Exercice 1

Questions de cours

_ 1
T 14 a2
2. La dérivée de la fonction arctan est strictement positive sur R, donc arctan est strictement croissante sur R.

1. La fonction arctan est définie sur R, elle est impaire, dérivable sur R et pour tout z € R, arctan’(z)

T m
De plus, lim arctan = —3 et 1+im arctan = 3 donc la courbe de la fonction arctan admet deux asymptotes horizontales
—0o0 oo

d’équations y = —get y = +g.

Enfin, arctan 0 = 0 et arctan’(0) = 1, donc la tangente en 0 est la droite d’équation y = .
3. D’aprés l’étude précédente, il est évident que la fonction arctan est bornée sur R et que Np(arctan) = g
4. On pose w : t — arctan(v(t)).

/
t
Alors en supposant v dérivable sur un intervalle I, w est dérivable sur I et pour tout t € I, w'(t) = 1:(&)2
v

1
5. On pose ¢ : t — arctan(t) + arctan (t) Cette fonction est définie et dérivable sur | — oo, 0[ et sur ]0, +oo].

1 —1 1 1 1
* / _ — _ —
De plus, pour tout t € R ,cp(t)—1+t2+<t2> X 1+(%)2 =112 1+p2 =0.

Donc sur chacun des intervalles | — 0o, 0] et |0, +00[, ¢ est constante (attention : elle ne 'est pas sur R*, car R* n’est

pas un intervalle!). Or ¢(1) = g et p(—1) = Tﬂ
il sit>0
Donc pour tout t # 0, p(t) = gﬂ
7?’ sit<0

K3kkokk

6. Soit f une fonction de F.

f(t) m 1
14| S §N0(f)1+t2

6.1. Soit x € R. Alors pour tout ¢ € R, |arctan(tx) x (inégalité E).

1
Or la fonction t — 15 est continue sur [0, +oo[ et équivalente en +o0o a t —
1
intégrable sur [1, +oo[. Donc par comparaison entre fonctions positives, ¢ — T2 est intégrable sur [0, +oo].

ft)

14 ¢2

2 qui est une fonction

Donc toujours par comparaison entre fonctions positives, la fonction ¢ — |arctan(tx) x

f(@)
1+ ¢2

est intégrable

sur [0, 400, ce qui revient & dire que ¢ — arctan(tx) x

f(t)
142
domination sur [0, +oo[, puisque la fonction majorante est intégrable et indépendante de x. Donc d’aprés le th.

est intégrable sur [0, +oo[.

6.2. Pour tout t € [0,4o0[,  — arctan(tz) x est continue sur R. Et I'inégalité (E) est une hypothése de

de continuité sous le signe [, ®(f) est continue sur R.
De plus, grace a l'inégalité (F) et 'inégalité triangulaire sur les intégrales, pour tout x € R,

ft)

14 ¢2

400
@(f) ()| < /

dt</+m”N(f)1dt<+
Sl 2% g >

arctan(tx) x

donc ®(f) est bornée sur R.
Finalement on a bien montré que ®(f) appartient a F.

6.3. arctan étant une fonction impaire, il est évident que ®(f) l’est aussi, donc une étude sur [0, +-o00[ suffit.

7. La question précédente prouve que ® est une application de F dans E. La linéarité de ® découle de facon immédiate
de celle de l'intégrale. Donc ® est un endomorphisme de E.

ft)
8. 0O F(x,t) = arctan(t .
n pose F(x,t) = arctan(tx) x 1o
On sait déja que pour tout z €]0,+o00], t — F(x,t) est intégrable sur [0, +oo].
oF t t
Il est immédiat que pour tout ¢ € [0, +oc[, © + F(x,t) est de classe C'* sur ]0, +o00| et %(mj) =17 )2 X 1f_|(_ 1)52'



t
(1+2)(1+ a2t?)

0
o o) < Bl

Enfin, soit 0 < a un réel : pour tout z € [a, +oo[ et ¢ € [0, 00|,

t
1+ )1+ a2t?)

[1,4+00[, donc ¢ est intégrable sur [0, +o0o[. Cette inégalité est donc une hypothése de domination de

qui est intégrable sur

Oryp:tr est continue sur [0, +oo[ et équivalente en +oco & ¢ — perel
a

a—F(x )| pour
8x b p
T > a.

D’apres le th. de dérivabilité sous le signe /, la fonction ®(f) est donc de classe C! sur [a, +00].

Mais comme ceci est vrai pour tout a > 0, par réunion d’intervalles, la fonction ®(f) est donc de classe C' sur

“+o0
0. +ocl et 000 = [ T < 1

9. Que vient faire cette question au milieu de l’étude ?

dt pour tout = > 0.

9.1. C’est du cours : une limite uniforme de fonctions continues est continue. La question n’est pas claire : faut-il
donner la preuve de ce théoréme du cours ?

9.2. Puisque (hy)nen converge uniformément sur R vers h, la suite (No(h, — h)) converge vers 0, donc elle est
bornée : il existe un réel K > 0 tel que pour tout n € Net t € R, |h,(t) — h(t)] < K.
En particulier, pour tout t € R, |h(t)] < |h(t) — ho(t)| + |ho(t)| < K + No(ho), donc h est bornée sur R.

oo
10. Pour tout z € R, g(z) = /+ arctan(wt) dt.
0 1+1¢2
10.1. D’abord, on remarque que pour tout x > 0 et ¢t > 0, arctan(zt) ‘ < T et que t — T et intégrable sur
L+¢2 1+2 1+1t2
[0,400[ : hypothése de domination.
Ensuite, pour tout ¢ > 0, wgl}rloo ar(itj—nt(;ct) = 2(17-|T-t2) et pour t = 0, mgrfoo %nt(jt) = 0 : la famille de

0 sit=0

t t
w 0 quand x tend

fonctions ( t —
142

> vers la fonction continue par morceaux ¢ — sit>
>0 2(1 + £2)
vers +00.

D’aprés le th. de convergence dominée, on peut intervertir limite et intégrale :

+oo +o0 +00 2

arctan(axt) T ™ 1 A

li = lim ——2>—=dt = ——dt =~ ——dt= - X~ = —
P9 /0 2too 1412 /0 21+ 2) 2/0 T =557

t

—+o0
10.2. D’aprés la question 8, g est de classe C* sur |0, +o00[ et pour tout = > 0, ¢'(z) = / dt.

1
10.3. On pose h:x+— g(z)+g <> D’aprés la question 10.2, h est de classe C'* sur |0, +o0[ et pour tout > 0,
x

/ o _i/ 1 _ e t _i +00;
w0 =00 (3) = [ armmarm o
donc
dt

~|

, _ +o0 t +o0
W (@) _/0 1+ (zt)2)(1 + 12) dt_/o (22 + £2)(1 + £2)

(qui est bien un changement de

S

Dans la deuxiéme intégrale, on effectue le changement de variables t =

variables C! et bijectif), on obtient :

. . 0 1 1
/" Aggggggggggfdtzt/) 0 x () du
0o (2 4+12)(1+12) oo (€2 4 2) (1 + 37) w

+oo
U
:/ 1 i~ du
o ut(@?+ z)(1+ 5z)

+oo
u
= du
/0 (w222 + 1)(u? +1)

On retrouve donc la premiére intégrale, on en déduit que h'(z) = 0. La fonction h est constante sur |0, +ool.

1
Enfin, comme g est continue sur R (question 6.2) et que ¢g(0) = 0, alors 11141_1 g () = 0. On en déduit grace

T—+00 €
. . T
4 10.1 que Ill\rfmh(w) =—+4+0=

4
T
Conclusion : h est constante sur ]0, +oo[ et vaut T



10.4.

1 1 1 z?
10.4.1. = — .
1+22THQA+T) 1—-22\14+T 1422T
+oo t
10.4.2. D’aprés 10.2, ¢'(z :/
P 9@ = Ar i
bien C! et bijectif de [0, +oc[ dans lui-méme).

e [ LT,
g 2 )y (A4z2u)(I+a2u) 21 -22) ), 1+u  1+4+2%u

oo 1 [ 1+ur°°

dt. On effectue le changement de variables u = #* (qui est

donc ¢'(x) = In(1+u) —In(1+2%w)] = T

1
307 | =0 = 31— 22

, B 1 i _ 1 2 Inx
doncg(x)—iﬂl_ﬁ)ln - _72(332—1)111(30)_7332—1'

10.4.3. D’aprés 10.2, g est de classe C' sur |0, +o00o[, donc ¢’ est continue sur ]0, 400, donc ¢'(1) = lim ¢'(x) =

r—1

u=0

. Inx
lim 3 .
z—=1 22 —1

— 2 — = — ~ — /
Or lnxw_ﬂ(x Deta*—1=(x—-1)(x+1) il 2(z — 1) donc ¢'(x)

-1 1 1
~ T 4~ donc g1)=-.
x—1 Q(l‘ — 1) rz—1 2 2

10.5. Tl est bien connu que In z a le méme signe de z—1, donc que 22—1. On en déduit que sur 10, 400, g est strictement
croissante. Et comme ¢ est continue sur R et impaire (question 6), elle est donc strictement croissante sur R.
2 2
™ e
Ses limites en l'infini ont été calculées en 10.1 : lim g(z) = — et lim g¢(zr) = —— par imparité.
Tr—+o0 4 T——00 4

Inx
71 —)0 400 donc d’aprés le th. de limite de la dérivée, g n’est pas dérivable
xr< — x—04

en 0, néanmoins sa courbe représentative posséde a 'origine une tangente verticale.

Enfin, pour = > 0, ¢'(z) =

Exercice 2

Questions préliminaires

2 2 2m
1. Par linéarité de l’intégrale, f)ydt = / g(t) dt + i/ h(t)dt. Or g et h sont & valeurs réelles donc les
0 0 0

2m 2m

27
f)dt = / g(t)dt —1i h(t) dt, et par linéarité de I'intégrale
0

2m 2m
intégrales / g et h sont réelles, donc
0 0 0

0
2m

encore, [ f(t) dt = /QW(g(t)—ih(t))dt: 70 dt.
0 0

0
2. SiVz €U P(z) =0, alors P posséde une infinité de racines, donc P est le polyndme nul (cours de Premiére Année).

1
3. Soit z € C*, |2|* = 2%, donc |z| = 1 si et seulement si 2Z = 1, c’est-a-dire 7 = —.

z
4. P(e¥) =1+ie" =1+i(cosf +isinf) = (1 —sinf) + icosf, donc Re(P(ci?)) = 1 — sinf et Im(P(ei?)) = — cos .
5. A est une matrice de .#,(C), donc son polynome caractéristique est scindé sur C, donc A est trigonalisable. Elle est

donc semblable & une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale contient les valeurs propres de A, apparaissant
chacune avec leur ordre de multiplicité. Or deux matrices semblables ont la méme trace, donc tr(A) est la somme
des valeurs propres comptées avec leur ordre de multiplicité.

kskskosksk
Soit n un entier naturel non nul.
6.
1 27 . ) 1 27 .
6.1. (X" X = —/ e 1R qp = —/ el(t=h9 g,
2r Jo 2m Jo
1 27
Si k = ¢, alors go(Xk,Xe):—/ 1d6 = 1.
2T 0
1 [eilt—k)0 727 4
Si k # ¢, alors p(X* X)) = — | -—rx = 0, car la fonction ¢t — e est 27-périodique.
2m i — k)] p_p
6.2.

— Par linéarité de I'intégrale et la relation aP + Q = aP+Q, il est clair que ¢(aP+Q, R) = ap(P, R)+¢(Q, R)

— De méme ¢(P,a@Q + R) = ap(P,Q) + ¢(P, R)
1 2

P — -~
— Gracte a la question 1, (P, Q) = %/ P(el?)Q(el?) df = o P(e")Q(e?) df = ©(Q, P).
0 0




27 1

1 - . 27 X
6.3. p(P,P) = o P(ei?)P(e'?) df = %/ |P((319)|2 df est une intégrale d’une fonction & valeurs réelles
0

0
positives, donc (P, P) € R..
6.4. Si P =0, alors il est évident que ¢ (P, P) = 0.

2m
Réciproquement, si (P, P) = 0, alors / |P(ei0)|2 df = 0; or la fonction 6 — |P(ei9)‘2 est continue et

0
positive, donc d’aprés un th. du cours (th. de stricte positivité de I'intégrale), cette fonction est nulle sur [0, 27],
donc le polynéme P est nul d’aprés la question 2.

6.5.
n—1 n—1
6.5.1. ©(Qo, Qo) = p(Qo, X™ + Z arX®) = p(Qo, X™) + Z are(Qo, X*) en utilisant 6.2.2éme point.
k=0 k=0
n—1 n—1
Puis ©(Qo, X*) = o(X"™ + Z ar Xt XF) = p(x™, X*) + ZT@@(XQX’“) en utilisant 6.2.1-er point.
=0 =0
n—1 n—1 n—1 n—1
Donc ¢(Qo, Qo) = ¢(X™, X™) + Y arp(X", X*) + > agp(X, X") + ) <ak Zw(Xf,X’“))
k=0 £=0 k=0 £=0

D’aprés 6.1, pour k € [0,n — 1], p(X™, X*) = 0 et pour £ € [0,n — 1], O(XE X") =0et (X", X") =1,
donc 9(Qo, Qo) =1+ > ardrp(X*, X").
0<k,f<n—1
Toujours d’apreés 6.1, les termes de cette somme double sont nuls quand k # ¢, donc il reste
P(Q0,Q0) =1+ > aarpXF XM =1+ > |al’.
0<k<n—1 0<k<n—1

6.5.2. Pour tout 6 € [0, 27], |Qo(e'®)|> < M par définition de M, donc par croissance de l'intégrale,
2w

1
@(Qm@o)é; M do = M.
T Jo
Or d’aprés 6.5.1, 1 <1+ Z lar)? = ©(Qo, Qo), donc 1 < M.
0<k<n—1

6.5.3. Si Qo = X", alors il est évident que M = 1, car pour tout z € U, |Qo(2)|* = [2"]* = |2|*" = 1.
Réciproquement, si M = 1, alors d’aprés la question 6.5.3, on a la double inégalité 1 < »(Qp, Qo) < 1,

donc ¢(Qo, Qo) = 1, donc Z lak)? = 0 : il s’agit d’une somme nulle de termes tous positifs ou nuls,
0<k<n—1
donc tous les termes sont nuls, autrement dit Qo = X".

Exercice 3

Questions de cours

b
1.1. On pose w = 1 de sorte de w = aw + b. Alors en soustrayant les deux égalités, on obtient la relation de

—a
récurrence Up+1 — w = a(u, —w).

La suite (u,, —w) est donc géométrique de raison 1, donc pour tout n € N*, u,, —w = a" ! (u; — w), autrement

B b n—1 b
dltu"_l—a+a (ul_l—a)

1.2. Si |a| < 1, alors u converge vers 1 . Sinon elle diverge.

kkkokk

2. Sin > N, dans le meilleur des cas, on peut remplir toutes les cases, donc la valeur maximale de T, est N.
Sin < N, alors dans le meilleur des cas, on ne peut remplir que n cases (1 boule par case), donc la valeur maximale
de T,, est n.
Et bien siir, au moins une case est remplie donc dans les deux cas, en notant §2 ’espace probabilisé sur lequel T}, est
deéfinie, T,,(Q2) = [1, min(n, N)] (les cas intermédiaires sont évidemment possibles).

3. Avec une seule boule, on remplit toujours une seule case : T; est la variable aléatoire certaine 1.

Dans toute la suite, je note By la variable aléatoire égale au numéro de la case dans laquelle tombe la k-éme boule.
Par hypothése, les variables (By)1<k<n sont indépendantes et suivent toutes la loi uniforme % ([1, N]).

Avec deux boules (et comme N > 2), on peut remplir une ou deux cases : T»(Q2) = {1,2}.
On peut décrire I’événement {75 = 1} a l’aide de By et By : {Tr = 1} = |_| {By =i} N{Bz =i}.
1<i<N



Donc P(Ty =1) = P{By =i}N{By=i}) = Z P(B; = i) x P(By = i) par indépendance.

1SN 1SN
AN 11 1
Donc P(To, = 1) = 2 Nz = N x N Par conséquent, P(T, =2) =1-P(T, =1)=1-— N
’Pour la suite, on prendra n > 2. ‘
N N
. De méme, P(Ty, =1) = Y P(By =i,By =i,..., B, =i) = » P(By =i)P(By =1i)...P(B, = i) par indépendance,
i=1 i=1
1
donc P(Tn = 1) = W

Si l’événement {7,, = 2} est réalisé, alors je note 7 < j les numéros des deux cases non vides. Les boules se partagent
donc en deux ensembles complémentaires : celles qui sont tombées dans la case ¢ et celles dans la case j. Je note K
I’ensemble des numéros des boules qui sont tombées dans la case i : c’est un sous-ensemble de [1,n] qui est non vide
(au moins une boule est tombée dans la case i) et différent de [1,n] (au moins une boule est tombée dans la case
j). Je note donc &, ’ensemble de ces parties K.

L’événement {T,, = 2} peut donc s’écrire sous la forme :

{r.=2y= || | | N{Be=in[{Be=13}

1<i<j<N K€, \keK kgK

Donc toujours par indépendance,

Or £, est de cardinal 2" — 2 (il y a 2" parties dans un ensemble & n éléments, mais on retire la partie vide et
N(N -1)
2

N(N -1 1 N -1 1 -1
(N 1) g gy L V21 )
2 N7 Nn—1
. Si n < N, alors I’événement {T,, = n} est réalisé lorsque les n boules tombent toutes dans des cases différentes : je
note ii,..., i, les numéros des cases non vides et ki,...,k, les numéros tous différents des boules tels que la boule
k, tombe dans la case i, pour tout p € [1,n].

Pensemble tout entier) et il y a couples (4,7) tels que 1 <i < j < N.

Donc P(T,, = 2) =

Donc

>y v

1<i1 <o <in <N (kg ki)
N | 1
= X n! X —
n N™

carily a ( ) suites strictement croissantes d’indices 1 < iy < ... <14, < N (ce qui revient & dénombrer les parties
n

a n éléments dans un ensemble & N éléments) et n! facons de choisir (ki,...,k,) tous distincts dans [1,n] (ce qui
revient & dénombrer les permutations d’un ensemble & n éléments).
N 1 N! (N —1)!
Donc P(T), = n) = xnl X — = _ .
onc P(Tn =n) (n) AN T (N n)INT (N —n)INn1
Sin> N,, alors {T,, = n} = @ d’aprés la question 2, donc P(T;,, =n) = 0.

. On précise les probabilités conditionnelles P(7, ¢ (71 = k). Si I'événement {T,, = (} est réalisé, alors aprés n
lancers, on a rempli ¢ cases, donc seuls deux cas peuvent survenir au lancer suivant :

— soit la boule numéro n + 1 retombe dans 'une des cases déja remplies et dans ce cas, Ty, 41 =T, = ¢;



— soit la boule numéro n + 1 tombe dans une case vide et dans ce cas, Tp,41 =T, +1 =0+ 1.

O sikg{(,0+1}
Donc pour tout (¢, k) € [1, min(n, N)]?, Pir,=0)(Tny1 = k) N sik=1/(
— sik=(+1

La famille des événements ({7}, = £})1<e<n €St un systéme complet d’événements (car n > min(n, N)), donc d’aprés
la formule des probabilités totales,

n

P(Toi1=k) =3 Pig,—py(Tns1 =k) x P(T,, = {)

=1

]P)(Tn:k)( ntl = k) X P( n = k) +P(T —k— 1)(Tn+1 = k) X ]P)(Tn =k— 1)

koo N—(k-1)_ . ko N—k+l_

= SB(Ty = k) + S BT, = k= 1) = LB(Ty = k) + S B(T, = 1),

Cette égalité est valable pour tout k € [1,n], méme si k ou k — 1 dépasse N, les probabilités correspondantes étant
nulles dans ces cas.

7.1. D’aprés la question 2, si k > n, alors k € T,,(Q) donc P(T,, = k) = 0. Donc G, (z) = ZP(Tn = k)z".

7.2. Sachant que 0 n’est pas une valeur de T),, on peut commencer les sommes au rang 1 :

n+1 n+1
k N-k+1
Guyr(z) =Y P(Tha = k)a* = <P(Tn =k)+ TJFP(Tn =k- 1)) at

1 n+1 n+1
(Zk]P’T =k + ) (N - k—i—l)IP’(Tn:k—l)xk)

k=1 k=1
1 n+1
= }:mq“—kx+§: )P(T, = j)ai ™t
k=1
&(Zkﬂ» :17+ZN WP(T, = k)a ’““)
k=1
1 n
== kP(T,, = k)z* + (N = k)P(T,, = k)z"*! )
v |
- % (i [kP(T, = k)(z* — 2**1) + NP(T,, = k)z ’f“])
k=1
&((ggﬁ)ikw W=k 4 No > P k)xk>
k=1 k=1
:%((Jc—xz)G (z) + Nz Gy ()

7.3. On dérive I'expression précédente :

1 1
(@) = (1= 22)G (2) + (2 = 2®)G () + Gu(2) + 2G, (2)
N N
Or G,(1) =1 et G, (1) = E(T,,) (d’apres le cours) donc en évaluant en 1, on obtient

E(Thy1) = WJE(Tn) +14+E(T,) = (1 - ;) E(T,) + 1.

1
7.4. On reconnait une suite arithmético-géométrique et donc selon la question 1, avec a =1 — N etb=1,0na:

2=+ (%) (o) = (o8) e

En particulier, E(7,,) —— N.
n—-+o0o



7.5.

On remarque que T;,, = Z X; donc E(T, ZIE ) par linéarité de l’espérance.

i=1
Or les variables de Bernoulli X; sont (1ndependantes et) identiquement distribuées donc E(T,,) = NE(X;) =
NP(X; =1)=N(1-P(X; =0)).

1 n
Il est facile de vérifier que P(X; = 0) = % puisque la case 1 est vide si et seulement si les boules se sont

réparties dans les N — 1 autres cases (ce qui donne (N — 1)" répartitions acceptables sur les N™ possibles).

( ) B 1 n B 1 1 n—1 B
Donc on retrouve E(T,,) = N (1 ~n =N-N|1 ¥ =N-N|1 v 1 N =

N—<1—Jb>n_lx(1v—1)

Exercice 4

1 1 1 0 0 0
1. Lesmatrices {1 1 1] et [0 0 0] sont des matrices équitables.
1 1 1 0 0O
2. Si A et —A sont équitables, alors pour tout (i,j,k) € [[l,n]]s, aij = Qipar; = (—aik) X (—ag;) = —a;; donc a;; = 0.

Réciproquement la matrice nulle est équitable. Donc la seule solution est la matrice nulle.

3. Si A est équitable, alors on note AT = (aj;) ou pour tout (i,j) € [1, n]?, a;; = ag;.

. .o 3 /o _ ! / [ A}
Soit (i,4,k) € [1,n]", aj; = aji = ajrar; = aj;jay, donc aj; = ajyay;.

La matrice A" est donc équitable.

4. Si A est équitable, alors pour tout (i, §) € [1,n]?, ai; = Qi = Q5055 = Q5.

’On suppose désormais que A est une matrice équitable non nulle.

5. Comme A est non nulle, il existe (,§) € [1,n]” tel que a;; # 0.

Soit k € [1,n], axx = axragr donc agr =0 ou agg = 1.

Or a;; = ajpar; = (aiparr)ar; # 0 donc ag, # 0, donc ay, = 1.

La diagonale de A est entiérement remplie de 1.

6. Si B est une matrice équitable non nulle, alors sa diagonale ne contient que des 1 et celle de A aussi, donc la diagonale
de A+ B ne contient que des 2, donc d’aprés la question précédente, par contraposée, puisque A + B n’est pas nulle,
elle n’est pas équitable

7. Soit (i,7) € [1,n]°, ai = 1 = a;;a;; donc a;; # 0.
8. Pour tout (Z,j) S [[1,7’1]] ; G5 = @101, OF Gjj = 1= a1;a;1 donc a;; = E
a;1
. aj1 1
Remarque : au passage, ceci prouve que aj; = — = —.
Qi1 Qij

9. Quelques résultats remarquables

9.1.

9.2.

9.3.
9.4.

9.5.

1
D’aprés la question 8, pour tout j € [1,n], pour tout i € [1,n], a;j = —a;.
aj1
1
La proposition « pour tout ¢ € [1,n], a;; = —a;; » signifie que la colonne j de A est égale au produit de la
aj1
1 . . ) .
colonne 1 par le facteur —, donc comme ceci est vrai pour tout j, les colonnes de A sont toutes colinéaires et
41
puisque A est non nulle, elle est donc de rang 1.

On pose B = A? = (b; ;). Pour tout (¢, 7) € [1,n], b;; = Zazkakj Za” = na;.

Ceci prouve que A% = nA.

La matrice A annule le polynéome X2—nX = X (X —n) qui est scindé a racines simples, donc A est diagonalisable.
A étant de rang 1, la dimension de son noyau est n — 1 d’aprés le th. du rang, autrement dit 0 est valeur propre
de A, et d’ordre exactement n — 1 puisque A est diagonalisable.

Comme A est non nulle, elle posséde une autre valeur propre qui doit étre racine du polyndéme annulateur
précédent : il s’agit de n, qui est donc valeur propre d’ordre 1, puisque la somme des ordres de multiplicité des
valeurs propres d’une matrice diagonalisable est n.

Donc A est semblable a diag(n,0,...,0).

La matrice J dont tous les coefficients sont égaux & 1 est clairement équitable et non nulle, donc d’aprés ce qui
précede, elle est aussi semblable a diag(n,0,...,0). Or la relation de similitude est une relation d’équivalence
donc par symétrie et transitivité, A et J sont semblables.



10.

11.

12.

13.

1
Si A est symétrique, alors d’aprés la remarque faite en question 8, pour tout (¢,j), aj; = — = a;; donc a?i =1
Qg4

donc A est & coefficients dans {—1,1}.
Réciproquement, si pour tout (7,7), a;; € {—1,1}, alors d’aprés la remarque de la question 8, a;; est l'inverse de a;;.

1
Or pour tout z € {—1,1}, — =z donc aj; = a,;. La matrice A est donc symétrique.
T
Si A est une matrice équitable symétrique non nulle, alors d’aprés la question 9.1, pour tout j € [1,n], la colonne j

1
de A, notée Cj, est égale & —C.

aj1
Les coefficients de A s’expriment tous en fonction de ceux de la premiére colonne, donc il suffit de connaitre la
1
?
premiére colonne pour connaitre A. Or cette premiére colonne est du type | . | ou les 7 symbolisent des 1 ou des
?

—1. Comme il y a deux choix possibles pour chaque ?, il y a donc 2"~! premiéres colonnes possibles pour A.

On en conclut que le cardinal de ’ensemble des matrices équitables symétriques non nulles est égal a 2"~ !, puisque
tous les choix possibles de la premiére colonne donnent une matrice acceptable d’aprés la question 10.

Soit G un sous-groupe fini de cardinal p du groupe (K*, x).
Soit A une matrice équitable & coefficients dans G. D’aprés la question 9.1, pour tout j € [1,n], la colonne j de A,

1
notée C}, est égale & — . Il suffit donc de connaitre la premiére colonne de A pour connaitre A.

Cle
1
a2
On note cette premiére colonne C; = | . | ou «g,...,qa, sont n — 1 éléments de G. Par convention, on pose aussi
675

a1 = 1. On a donc a;; = —a; pour tout (i,5) € [1,n]".
@

Réciproquement, si on définit ainsi une matrice A, elle est & coefficients dans G puisque G est stable par produit et
inversion. Enfin, on vérifie qu’elle est bien équitable (et non nulle bien sir) :

Q; o«
soit (i, 5, k) € [1,n]?, aij = — et aipar; = — X =% donc on obtient bien Aij = QipQr;.

Qi AL Q
En conclusion, tous les choix de premiére colonne sont possibles, on obtient donc p"™~
cients dans G.

! matrices équitables & coeffi-

Les matrices carrées équitables de taille 2 & coefficients dans le groupe U = {—1,+1} sont d’aprés la question 10
des matrices symétriques : on a donc 2 possibilités

G



