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Objectifs : 
Le but de ce probkme est d'abord d'étudier la convergence d'une méthode de projection orthogonale pour 
la rksolution itPrative à ' un  système d'Pquaiioiis linéaires a coefficients réels. 
Dans la derniirre partie. CIL verra ccnimrnt 3n peut placer r e tw  +rude 'dans le cadre F I U S  génkal  des itérations 
affines dans Cn et on ktiidiera !a rc i ivergwrr  ci 'unr suite sf&il:iie pai u n r  itération affine quelconque. 

Notations : 
E m s  tout, le problème. J< désignera R ~u K. et n irisirnrra IIII  r s i i t i e r  superleur cju @al 8 2 .  
Soit ,LIn( 0;) I'ensenible des mat.rices c a i r k  d 'o rd re  n i coefficients dans LK 
On designera par 1 la matrice identit; d 'o rdre  n 
On utilisera la même notation pour désigner u n  vecteur de ~7;" et sa reprkentation dans la hase canonique, 
matrice à coefficients dans J< ayant n lignes et  1 colonne (élément de , M n , l ( Z f i ) ) .  
On notera l lz l l  la norme euclidienne (respectivement hermitienne! d ' u n  vecteur 2 de  R" (respectivement de 
cn ).  

On rappelle que l'application 

I l I l l /  .Mn(L7<) - RA 

1 La méthode de Kacrnarz. 
Dans toute la suite. >4 est un élément inversible de .Lin(R), b u n  vecteur donné de IR". Pour i variant de 
1 k r i ,  on note 1, le vecteur dont les composantes dans la base canonique de IR" sont les déments  de la i-ème 
ligne de .A. et 6, la i-kme coordonnée de b dans la base canonique de R'. 
L'unique solution. notée z - ,  du système .Ar = b est donc l'intersection des n hyperplans affines de IR" : 

H, = ( z  E R", t l , ,  = b,} .  

Nous allons définir une méthode itérative pour résoudre le systPme Ar = b et étudier sa convergence. 
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Partant de zo quelconque dans IR", la méthode consiste 

0 à projeter orthogonalement xo sur H I ,  d'oh 1 1 ,  

O à projeter orthogonalement 2 1  sur H z ,  d'ou x2, 

0 à projeter orthogonalement z,-1 sur H,, d'où I,, 

et à recommencer ( t n  est projeté orthogonalement sur H I ,  d'où z n + l ,  etc . . ) .  

Question 1.1 
Montrer que l'on peut se ramener, sans restriction de généralité, au cas où les ilecteurs 1, sont de norme 
euclzdienne 1. 

Dans la suite. on suppose que : V i  E [ l .  n].  

Question 1.2 
Soit 1 un vecteur d e  ZR", vérifiant 11111 = 1 Sotî c un réel Erpltciter la projection orthogonale T d 'un  vecteur 
x d e  LR" sur l'hgperplan n f i n e  H ,  défini par H = {: E IR". ' 1 :  = c } .  Eraliier le coüt d e  ce c n l c d ,  c'esî-b-drre 
compter le nombre d'opérations élémentalres (addttions et tnultipltcairons de nombrcs réels) eflecîuées. 

( I l II (  = 1. 

Question 1.3 
On suppose que les déclarations sutvanies ont été effeciukes . 

C O N S T  

T Y P E  
n = 50 ; (* par exemple *) 

V E C T E U R  = A R R A Y [ l . . n ]  OF R E A L ;  

Ecrire la procédure suivante : 
Projectton(VAR x . C'ECTEC'R ; 1 . V E C T E C ' R  , c . RE..lL), 
(* Transforme le vecteur x d e  IRn err sa projecttorl orihogonale T sur I'hyperplan a f i n f  H ,  défini par 
H = { z  E ZR", ' k  = c }  O n  suppose que IIllI = 1 *) 

Question 1.4 
Déduire de  la question 1.2 : 

V k E I V V ,  ~ ~ + l = ( ~ - ~ r t l , ) r ~ + b r l r ,  ( k + l = t m o d n ) .  

On posera 
~ = Z - l t t 1 , .  h , = b , l ,  ( i =  1 .2 .  . n ) ;  

c k  = r k  - x'. V k  E 13' 

Question 1.5 
Montrer que l 'on a 

V k  E K. < k + i  = T,C,, ( k  t 1 = 2 mod n )  

Question 1.6 
On suppose que les vecteurs 1, sonî orthonormés. 

Montrer que I = C I, '1, 

E n  déduire que la méthode permet d e  calculer x'. quel q u e  so l i  r g .  en nu plus n pro)ecttons. Quel est le ~ 0 6 1  
total maz imum de la méthode dans ce cas 2 

n 

,=1 

Question 1.7 
\ ' in f ier  que l ' o n  a également r .  = ' . A b .  Quel csi  IF  couî d u  calcul de z. par cetle formule ? 
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2 Cas où les l i  ne sont pas orthogonaux. 
Dans cette partie, on étudie la convergence de la méthode dans le cas  où les vecteurs 1, (normks) lie sont 
pas deux à deux orthogonaux. 
On définit alors une nouvelle suite ( y k )  dans R" de la façon suivante : 

yk = X , , k ,  v k  E E ,  

e t  l'on pose : 
q k  = yk  - X . ,  V k  E K. 

T = TnTn-l . . .Ti .  

Question 2.1 
Montrer que la suite ( q k )  v i r i j e  : 

q k + l  = Tqk = Tkf'(Eo -Z*). Yk E n'. 
Question 2.2 
Montrer que T, esi symétnque et que r,' = T,, 'di E [1. n] 

Question 2.3 
Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres des matrices T,. ( i  = 1 , .  . . n )  

Question 2.4 
Montrer que T, est l'opérateur d e  projection orthogonale sur l'hyperplan { l , } ' ,  calculerllIT,I)I et en déduire 
que lllnl i 1. 

Question 2.5 
Montrer que pour fout vecteur x non nul d e  IR"? on a 

IITIxII < 11x11. saufs2 E E {L}'. 
En déduire que pour tout vecteur E non nul d e  R". 

IITnTn-1. .TlxII < l l ~ l l .  
sauf si les conditions (C) suivantes sont vérijées : 

z est orthogonal à 1 1 ,  

TIz est orthogonal à 12,  

Tn-l . . .T1x est orthogonal à 1, J 
Question 2.6 
Montrer que les conditions (C) implzguetit x = O .  

Question 2.7 
En déduire que lllTlll < 1 .  

Question 2.8 
Prouver enfin que la sutte (y,) converge vers z* quel que soli y0 (= 10)  dans R". 

Question 2.9 
Montrer alors que la  suite (zk) elle-même converge vers x * ,  quel que soit t 0  dans R". 

Question 2.10 
Montrer que la convergence de la suite ( c k )  (déjinte dans la partie 1) vers O satisfait Ù une inégalite' de la 
forme : 

où C est une constante appartenant à [ O ,  1[. 

~k E IN, vi E [O, n - 11, I lcn.t+rI I  L ckII€rII9 
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3 Itérations affines dans P. 
Soit ( z k )  une suite dans en. On dit que la suite (il. ) est définie par une itération affine si et seulement si : 

3M E ..Mn(C), 3h E C", c'k+1 = M Z k  + h, V k  E L"v'. 

Question 3.1 
Parmi les suites ( E h ) ,  ( C k ) ,  (yk),  ( q k ) ,  zntroduites précédemment ,  quelles sont celles qut sont définies p a r  
une itération a f i n e  

Dorinavant, on se donne une matrice A l  dans Mn(C), deux vecteurs h et zo dans Cn et la suite ( i k )  définie 
par l'itération affine 

( Z T E R )  = k + 1  = . i f Z k  + h. \dk E 

L'itération ( I T E R )  sera dite convergente vers c'. si quel que soit zo dans P"' la suite ( z k )  converge dans 
Q"' vers une limite Z* indépendante de zo 

Question 3.2 
Montrer que 

: t+1 = (1  + .Il + + 3 P ) h  + n P + ' z o ,  V k  E K 

Question 3.3 
Montrer que les drur propo~ztzoas a u 1 1  n i r i e s  soiii i q u z i  alciiles 

0 a )  la suztc / ~ ~ A \ ~ k ~ ~ ~  converge vers O lorsque k t e n d  rers / ' z n / i n i  

m 

0 b )  Z - M est inverszble et la s é n e  .Ilk contierge vers ( Z  - .If)-' 
k =O 

Question 3.4 
Montrer que les propositions équivalentes a)  et b)  énoncées ci-dessus sont encore é q u i d e n t e s  à la proposition 
c )  suivante . 

0 c )  l ' i témtion (ZTER) est conaergente vers :' 

Question 3.5 
V é n f i e r  qu'alors :* = ( Z  - M ) - l  h.  

Question 3.6 
Etplaqtrer comment  les résultats des deuz questions précidentes s'appliquent d a n s  la  pariie 2 el permettent 
d e  répondre à la question 2.8. à partzr d e  la conclusion Ciablze à la question 2 .? .  L a  condztion lllhllll < 1 
est-elle é'quiidente auz conditions a). b )  e t  c )  P 

Soient XI,  A ? ,  . . . , A, les valeurs propres distinctes de .W. On appelle rayon specfrnl de la matrice M le nombre 
réel p ( M )  = sup I A , I .  

Question 3.7 
Montrer  que p ( M )  5 Ill:lllll, avec égalité S I  .lf est dzagonnle 

Pour répondre à la question suivante, on admet.tra sans démonstration l'existence d'une matrice D diagonale, 
d'une matrice N triangulaire supérieure à diagonale nulle, et  d'une niat,rice P inversible, éléments de Mn(C)t 

%=1,  j~ 

telles que : 
M = P-'(  D + N ) P .  Dll' = 

Question 3.8 
Montrer  que la proposition a) est aussi équzvalente à la proposition 

0 d )  p ( A ! )  < 1. 

Fin de 1'BnoncB. 

A'D. 

d )  ci-dessous : 


