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-A)

-B.1)

-B.2)

sin’x

¢ xOR" co- ~Z est définie et continue surrRt sur R. Comme sik~x, lim ¢(x)=1
0 X-0

Donc| ¢ est prolongeable par continuité en 0 en pogédit= ]J

Ainsi prolongée la fonctiof est définie, continue et positiger R.
+o0

Pour montrer gu'elle est intégrable su; R suffit de montrer la convergence ﬁe ¢ (x).dx .
0

Cette intégrale est simplement impropre en +
+00

OxO[1, +oo], ¢(x)<—x_7 et on saltque % converge.

Par comparalsonf ¢(X).dx converge doncfﬂo ¢(X).dx converge.
1 0

Par suite, |¢ est intégrable sur )R

Commed est une fonction paird,q) est intégrable sur IR

Si 0 <a<b, lafonctionyso- s_;;y

: b siny .y e
est continue su|[ b] donc y dy est une intégrale définie.
a

1 :
u(y) =y et Vi(y) = siry
On fait une intégration par parties en posat: 1
u'ly) = ~Y et v(y) =1 - coy

b siny — coy b b1 —
Les fonctionsi etv sont G sur [a, b] donc f S'y dy:[1 yco } +f 1-co dy| .
a a

a

bZSlr? )
On sait que 1 — c;asanf . Doncj T—Ydy J Tdy
)

2.SII’]2< :
oy 2) . _ (b2 2sirfx _ b
Le changement de variable= 5 donne anrsJ’a T dy = f 2 X 2dx = fa/Z ¢ (x).dx.

al2
: b
Par suite: fbmdy= [ﬂﬂ - fblz $(x).dx].
y y a a/2

a

im 12699 _ ¢ of [imi=C¥_g corli=COY_Y
Y - +o0 y y-0 Y y o2

—

+o00 Qj +00 1 —
Doncj S—I;Y dy etj 1-co dy sont de méme nature et égales en cas de coneergen
0

y
2

+00 — +00
doncj Lygﬁy dy etf ¢(X).dx sont de méme nature et €gales en cas de congergen
0
0

~  Lafonction y-o-% estune bijection de classé frictement croissante de: Bur IR:

Commefmq)(x).dx converge, mmdy est convergente e mmdy:fmq)(x).dx.
0 0 y 0 y 0
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~  Lafonction ¢ étant paire, [ p(x).dx =2/ $(x).dx
S 0

Par suite, Jﬁms—iwdy: [ 009.0x].
o Y e

Note la formule d'intégration par parties pour les intéfgs impropres
n'est pas inscrite au programme de la fili€&.

I-C) La fonction t -~ h(t).€¥ est continue suc f] doncfB h(t).€¥.dt est une intégrale définie.
o

ut) =ht) et v@)=¢&v
On fait une intégration par parties av Cu'(t) =h() et v(t)= I gtv
%

i P ht).ev.dt = —{h(B).e‘B" ~h(@)e* - | P h'(t).e“v.dt}
Commeh est C sur [0, B], h' est € sur [, B] donc IMOR+, OtO[a, B], ()] < M.

Par suite, fﬁh(t).eitv.dt 1
a

< 1 [IhB)I + h(a)] + M —a)].

\Y

On en déduit que]  lim (" h(t).é™.dt = 0.
o]

V — +oo

I-D.1) OndN, hy(t) g§2r\_t+1[ =2n+1 donc OnON, tIim0 ha(t) = 2n + 1.

Par suite,| h, est prolongeable par continuité en 0 en po$g(@) = 2h + 1.

L'intégrale } est faussement impropre en 0 ddngcesk convergente

D.2) - |0=f"’21.ct donc | 4=
0

Y=

p+q)
2

dt= [ 2c0s[(@ + 20 dt.
0

-  En utilisant la relation sp+ sirg = Zsir[p ;qjcos(
w2 sin[(2n+3)t] — sin[(2n + 1]

DnDN, In+1— In :j

0 sint
Donc |OnON, lwi— kL =0/.  La suite ().on est constante.
- On en déduit que:{OnON, I, =g.
1-D.3)  h: tO]0, 2] oo ﬁ_%
t3
_t—sin _6_t o _t
a-) [tdo, w2], h(t) = LSt donc h(t) ; 26 Par suite: [h(t) = 6t o(t)|-
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b-) - La fonctiorh est définie, continue et dérivable surij®].
h n'est pas définie en 0 mais admet en ce poirdteldppement limité d'ordre 1

h(t) = 0 +%.t +o(t)

Par suite: -  |h est prolongeable par continuité en 0 en polsé)t= 0.

- La fonction ainsi prolongée est dérivable en (cdn(®) :% :

c) - Ot0)o, w2], hi(t) = _sTrlﬁ x Cog +Flz.

La dérivée dé est donc continue sur ]&2] donch est C sur ]0,172].

—t%.cod + sirft = —t? +ﬁ +12 L +o(t* _t
Comme) 2 3 00706
t*.sirft = t*
o —t>cod +sirft 1, , .
t|LmO h'(t) _tleO Zsift =6" h'(0) donch' est continue en 0.

Par suite, | h est de classe'Gur [O,Td2]|.

d) [ sinan1t .t = im| [ he).e @ Dot
0 0
Quandntend vers ¢, 2n+ 1 tend aussi versee:
C . . (T2 it(2n+1) 4 _
ommeh est de classe'Gur [0,772], le résultat du I-C donne Ilnf h(t).e .dt = 0.

n - +oov(

On en déduit quel  lim[ " sin[(@n+1)f.h(t).dt= lim Im( i e h(t).e“(Z””).dt) =0
0

n - +oov n - +oo

e-) - Lafonctiong: tO]0, 2] mawest continue

et elle est prolongeable par continuité en Ppasang(0) = 2n + 1.
2

L'intégralef sin[(2n+1)t].h(t).dt est donc faussement impropre en 0.
0

rv
Par suite: f 2s,in[(21+1)t].h(t).dt est convergente
0

- OnON, h—-3= " sin[(2n+1)f.h(t).ct donc J= I — [ " sin[(2n+ 1)t h(t).ct.
0 0

Par suite| lim J, :g .
n - +oo
S e Dans l'intégrale définissant dn fait le changement de variable (2n+1)t.
2n+1)12 S
[l vient §= (en+) Sy
0 u
R+o0- R
siny .
La fonctior®: y oo~ _;)! siy>0 est continue sur R

Quoo-1
Q. Xao- fxs_;;y dy est la primitive d® sur R qui s'annule en 0.
0

C'est une fonction continue suk.R
Comme Jﬂo S—';x dy converge, lim JXS—';X dy = J S_';'Y dy
0 0

0 X —» +oo
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. 3 =0[(2n+1)rv2]. Par suite, |limJ = lim O[(2n+1)1v2]

n - +oo n - +oo

se traduit pa'j+oo S—';Y dy =%[ eton en déduitfmd)(x).dx =T11.
0 - 00

I-E.1) . La fonctionx : u=o- a(v—u) est continue sur R et a valeurs dans R.
Comme la fonctiog est continue sur ﬁl’w\, =a(¢ - X) est continue sur P

. La fonctiorx est une bijection de classé €rictement décroissante de R sur R.
Le changement de variables a(v —u) donne

fm Yy(u).du = —J_ B a.q)(x).d—;( = fm ¢(x).dx qui est une intégrale convergente.

+o00

+00
Doncf Y (u).du est une intégrale convergente.

En remarquant qué, est positive, on en déduit qt|J¢1V est intégrable sur P

I-E.2) Avec le méme changement de variable,
) 'l”lwf Wu).du= lim f 0(x).dx = f o(x).dx et commef O(x).dx =T,
, Ilrrlwf Py(u).du =T11.
I-F) - Siu#yv,
K = ﬁ: (1 —JZ%).ét(“‘V).dt = ﬁa (1 +2—t(,jJ.e“<“—V).dt + foza (1 2ta) 4 gt = Ky + Ko,

On calcule K et K; au moyen de deux intégrations par parties.

t i it(u—v; 0 1 i |tu V)
Ki=||1+52|——€U™ ——x—f =) gt
28)'V—Uu L 28 V-u

[ i 1 __a2a(u-v)
SlvaThiey vt
|t(u V) i i lt(U V)
[( ) } * 2axv uf ot
Kz - _ ) [eZ|a(u V) 1]

vu2a(vu

1 ia(u—v) Zia(u—v)1 — 1 |a(u v) —ia(u—v) 2
D'ou K= “2a(v— u)2 [ -2te 1= "~ 2a(v— u)Z[ ]

_4.sirfla(v — u)]
2a.(v— U) = 2py(u).

2 0 2
- Siu=y, K:fa(l—Jzﬂ).dt:f (1+2L).dt+Ja(l—2i).dt
-2a a -2a a 0 a

K :[t +£JO +[t —;—Z}za =28 = 2py(V).

soit K =

2a al,
2 .
Donc |OudR, J a(l —ﬂj.e”(”"’).dt = 2py(u)].
L\ 2a
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-G.1)

-G.2)

1I-A)

II-A.1)

I-A.2)

Sio = 1 alors pour tout réel positif, . (u).e* "> 0.
De plus G Py(u).e* ~2" < gy(u).

Comme Y, est intégrable sur R | Oo = 1, la fonctionu =5 ,(u).€* = est intégrable sur HZ

La fonction®: g=>1 oo- f()+°° P(u).e* " du est définie par une intégrale impropre
a paramétre et d'aprés la question précédente, [1, +oof.
. Lafonction @, u) oo~ P (u).e* " est continue sur [Led x R+,
O(o, u)O[1, +oof x R+, (u).e* "2 < py(u) et Py est intégrable sur R
On en déduit que la fonctio® est continue sur [1,c4].

Par suite, lim®(0) = (1) soit | lim, S (.61 .du = [+ y(u).dul.
g - o -

n-1
On=2, uy= Y BK).[K°—k+1)°.
k=1
Cette définition pose un probleme pour i car elle suppose A 1= 1 donc n= 2.

ON=2, Ui —Un=BMN).[[n "=+ 1)°).

n-1
- BM)= D Bx=0 carles réelfx sont positifs.
k=1
1 -0 (0}
n>n+1 et,commes>1, n">n+1)".

Par suite,[dn = 2, Uy1 —Un = 0 dong_(,) est croissante

n—1 n—1
=2, uhn= 3 BK.k =3 BK).K+1)°
k=1 k=1
n-1 n-2
N2, uh=BL) + 3 Bk = BK.k+1y°—Bn-1)n°.
k=2 k=1
n—1 n—1
nN=2, uh=Pi+ > BR.Kk = Bk-1).0"°-Bn-1)n°.
k=2 k=2
n-1
On=2, uy=PRx1"°+ > Bk °=Bn-1)n°.
k=2
n-1
Donc [On=2, uy= Y, Bk °=Bn—-1)n"°.
k=1

—~ Commeo > 1, la séried B,.n ° converge.
n-1
Si on note S sa somme, comme c'est une séenas positifs, JnON", > Bk °<S.
k=1
-~ [0On=2, -Ba-1)n°<0.

On en déduit que la suite,) est majorée par S.
Comme elle est croissante, u,)(est convergente On noteu sa limite.
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1I-A.3)

II-A.4)

1I-B.1)

1I-B.2)

1I-B.3)

II-C.1)

n
On>1, BO).n+1)°= > Bk ™ —Un
k=1

n
_ g _ —o n — 0
donc On=1, Bf).n -Lglﬁk,k _un@ X (n n 1)

D'aprés les résultats précédents, la @ite).n” °) converge vers S.

La fonction B est continue et croissante.
Pour montrer gu'elle admet une limite finie en # suffit de montrer qu'elle est majorée.

Poure =1, INON", On>=N, S-u-1<B(n).n °<S—-u+ 1.

OXO[N, +oo, E() <x<E@+ 1) donc BX) < B[E(X) + 1]s%s S—u+1.

Par suite| B admet une limite finie en|+

La fonctionu = - € est une bijection de classé €rictement croissante de:Bur [1, +o[.
Le changement de variahle= €' donne Gg) =f [e".B(e") — 1].€") " °.e".du
0

soit| Gg) = [ [¢"B(e") - 1]€* "
0

2a 0 2a

H(a, V) = ﬁ: Gl + it).(l —ﬂ).e”".dt - sz (f e B(E) — 1168 “"“)“.du).(l -ﬂ).e‘W.dt

2a

donc |H&, V)| SJ 1 —JZ%‘.dt car ¢V =1

-2a

[ e Be") — 110"
0

|e—itU|=1
s 2a( (|t U pral (1-o)u
dou | IHe vl [**( [ e Ble) - 11| du]k Car{mtm[-za 2, 1-2 oo, 19

La fonction k est intégrable sur [1,0¢f donc l'intégrale ) est absolument convergente.
+00

Soit K le réel f |[e.B(e") — 116" ~.du, [|HE@, V)| < [22 K.dt = 4aK|.
0

H(a,v) = Joﬂo [e—u'B(GU) —1] glt-ou {jza e—itu'(l —JZ%).e“".dt}du

-2a
- +oo —Uu U —o)u 2a JH_ it(v—u
H(a,v)—L [V B(e") — 1]e" )U_Za(1-2a).e( ).dt}du

He@ v) =2 VB — 116 (u).du|  car Wu(v) = Pu(u).
0

La fonctionu =5 - e °“.B(").P(u) est continue et positivaur R
MAOR+, lim € °B(") = lim B(X).X°=A.

u - +oo X - +oo
(x=¢
Yy est intégrable sur R

On en déduit quee” ™.B(e").y(u) = W(u) et donc quef+oo e °“.B(e").y(u).du converge.
0

Par suite] u -0~ e °“.B(e").P,(u) est intégrable sur IR
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11-C.2) La fonction g <o fm e °".B(e").y(u).du est définie par une intégrale impropre a paramétre
0

La fonction @, u) <o € °.B(e").p(u) est continue suo), +oo X R-+.
O(o, wO]oo, +oof x R+, [ B(€").Wy(u)| =€ 7".B(€").W(u) < & 9. B(e").Wy(u)
et on vient de voir que cette derniere fimmcqui ne dépend pas deest intégrable sur R

+00
Par suite,|dop > 1, la fonctioro :uuﬁf e °“.B(e").(u).du est continue such, +oo[|.
0

+00 +oo
Conformément a I'énoncé, on admet gue v Ifm &% B(e"). W (U).du :f &Y B(e").Wy(u).dul.
[ 0 0

11-D) D'aprés le 1I-B.3, G(o + |t)( ) Vit = Zf [e.B(e") — 1]~ y(u).du
-2a

doncj G(o+it).(1 Jzi) v ot = 2f & U B(e").y(U).du — 2f -9y (u).du.
-2a
On vient d'admettre que: I|+nf e"”.B(e).lJJV(u).du:f e ".B(e").y(u).du,
gco_> 1o +00 0
D'apres le I-G.2, Iimf e(l“’)“.tpv(u).du:f Py(u).du.

On en déduit que: _lim | G(0+|t)( ) e ot = 2f “.B(e“).wv(u).du—zfo " W(u).du

—

soitclirq+ fzaG(GHt)( J-L) v dt = Zf [e".B(e") — 1]p(u).du

et, encore d'aprés II-B.3, Ilmf aG(o - it).(l ﬂj ™ ot = j G(1 +it). ( ﬂ) ™ /.
0-1 Joy 2 2a 28,

II-E) j G(L +it). ( Ji) ™ dt + 2 f Wy(U).du = 2 f [€Y.B(€") — 1] W (u).du + 2 fo " W(u).du.
2a

La linéarité des intégrales impropres donne imatéchent

el +it).(1 Ji) v gt + 2 f Wy(U).du = 2 f &Y B(e").y(u).dul.

-2a

lI-F.1) On suppose que Biest continue sui, 3] alors lim f h(t).€¥.dt = 0.
V — 4o

La fonctiont =0 G(1 +|t)( —ﬂ) étant continue sur [&2 23],

2a
2
lim fae(1+it).(1 -ﬂj év dt=0|.
V - oo -2a 2a

II-F.2)  Onavudans II-E qu{ G(1 +it). ( J-L) Y dt + Zf Py(u).du = Zf e ".B(e").y(u).du.

2a
Par passage a la limite, lim G(1+|t)( J—L) eV.dt=0 et Ilmf Py(u).du

Vo 4o J o V o 400

donnent Ilmf e ".B(e").y(u).du = .

V - +oo
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