ENSAI - Session 2000

EPREUVE DE MATHEMATIQUE I - ALGEBRE - 4 heures

les vecteurs a, f(a), ..., fP"!(a) sont 2 & 2 distincts,
f cyclique <= Ipe N*, Jac E / { C? ={a, f(a),..., fP"1(a)} engendre E,
f(ey) c .

Remarque : la derniére condition équivaut & : 35 € [0;p— 1] / fP(a) = f'(a).

PARTIE I

Comme h?(a) = h(a) et les éléments de C? sont distincts, nécessairement 1 <n < p < 2.
- Sin =1, alors h est soit I'application nulle (Im h = {0}), soit ’application identique (Im h = E).
Seule I'identité est cyclique, d’ordre 1 et un cycle est {a} avec a € FE et a # 0.

-Sin =2, alors p = 2 et pour que {a, h(a)} soit un cycle, il faut et il suffit que (a, h(a)) soit une base
de E
(car h?(a) = h(a)).
Dans le cas ou h est I'application nulle ou 'application identique, h ne vérifie pas cette condition.
Le cas ot dim(Im h) = 1, c’est & dire h est un projecteur sur une droite, alors h est cyclique d’ordre 2 et

Va€ E\ (ImhUKerh), C?={a,h(a)} estun cycle de h.

.OnaVke[l;n—1], f(ex) = ex+1, d’ott 'on déduit facilement que f*(e;) = 41 pour k = 1..n — 1.

C? ={e1,ez,...,e,} est une partie génératrice de 2 formée d’éléments distincts.
De plus f"(e1) = f*~1(e1) € C", donc f est cyclique d’ordre n et CZ est un cycle de f.

ey’
Comme f(en—1) = f(en) = en, f n’est pas injective, donc dim(Kerf) > 1, d’ott d’apres le théoréme du
rang, rg(f) < n— 1. D’autre part, les n — 1 premiéres colonnes sont linéairement indépendantes de fagon
évidente, d’ou rg(f) > n — 1.
Finalement, rg(f) =n—1 et dim(Kerf) = 1.

A étant triangulaire inférieure, on lit ses valeurs propres sur la diagonale : ce sont 0 d’ordre n — 1 et 1
d’ordre 1 lorsque n > 2 (la valeur de A pour n = 1 étant imprécise).

On sait que le sous-espace propre relatif a la valeur propre simple 1 est nécessairemant de dimension 1.
Ainsi, f est diagonalisable si et seulement si Ker f est de dimension n — 1, c’est a dire n = 2.

n n

. Posons a = Zei. Ona g(a)= —Zg(ei) =—(ea+-+e,)+a=e, g*a) =ea, ..., g"(a) = e,.
i=1 i=1

Ainsi C"t = {a,g(a)...,g"(a)} = {a,e1,e2,...,e,} est une partie génératrice de E formée d’éléments

distincts.
De plus, g" "' (a) = g(g"(a)) = g(es) = —a, donc C! est un cycle de g et g est cyclique d’ordre n + 1.

On ne change pas le rang d’un systeme de vecteurs en les permutant. En considérant les vecteurs colonnes

de B, on voit que rg(B) =rg{a, e, ..., e,} =n (matrice triangulaire).
Le calcul classique du polynéme caractérististique de B (matrice Compagnon) donne :
X 0 ... 0 1 0 o ... 0 Q
—1 - e : -1 . : :
o - X 1 (0) X 1
-1 1+X -1 1+ X
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b.

n
(en effectuant Ly «— L1 + ZXi_l L))
i=2
avec Q =1+ X +---+ X" 2+ X" 1(1 + X).
En développant ce dernier déterminant par rapport aux éléments de la premiére ligne, on obtient :
Pr=(-1)""'Qdet(—I,-1)=Q=1+X+---+ X"
P; admet n racines distinctes qui sont les racines (n+1)¢ de I'unité autres que 1, donc g est diagonalisable
d’apres une condition suffisante.

Remarque : d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, Py est un polynéome annulateur de f,

n+1

donc (X —1) Py = X™*! — 1 annule aussi g, donc g = id en accord avec le résultat du II.1.

. Dans l’espace vectoriel E de dimension n, toute famille génératrice a au moins n éléments,

donc p = Card(C?) < n.

C? = {a, f(a), ..., fP"(a)} engendre E, donc rg(

CP) =n et Im f est engendré par les images par f des
éléments de C?, donc rg(f) =rg(f(a),..., fP(a)) <t

g(a, f(a), ..., f7"*(a)) < n—1.

L’existence de m résulte du fait qu’une famille libre a au plus n éléments. De plus m < p car m <n < p.

. Montrons par récurrence sur k que f*(a) € Vect(F) pour k > m.

s F = (a, f(a),. ..,fm_l(a)) est libre
Par définition de m, { (a, f(a), ..., ™ (a), f™(a)) est lie.

On sait que f™(a) peut s’écrire comme combinaison linéaire des éléments de F, donc f™ (a) € Vect(F).

Supposons que f¥(a) € Vect(F).

m—1 m—2
Ainsi f*(a) peut s’écrire Z Xi.fi(a), donc fF+1(a) Z i f @) = A1 f™(a) + Z i f 4 (a)
i=0 =0

qui est dans Vect(F) comme somme d’éléments de Vect(]: ).

Il en résulte que E = Vect(a,..., fP"1(a)) = Vect(a,..., f" (a)), donc (a,..., f™ (a)) libre et
génératrice de F est une base de F, ce qui impose m = n.
Donc F = (a, f(a),..., f""*(a)) est une base de E.

Remarque : dans la base F, f est représentée par une matrice Compagnon.

. On sait que II; divise Py et que d°(Py) = n.

Raisonnons par absurde en supposant que r = d°(Ily) <n

kA
IT¢ peut s’écrire Zai X' et puisque IT; annule f, on a : Zai fio= Oz(E), donc en particulier
i=0 ;

Zaz _OE

Il s "agit d’une combinaison linéaire d’éléments de F qui est libre. Nécessairement tous les coefficients
sont nuls, ce qui contredit le fait que d°(IIy) > 1.

En résumé, Py et Il sont unitaires, de méme degré n et Il divise Pr, donc IIy = Ps.

On suppose que f est bijectif et que C? est un cycle de f.

On sait qu'il existe j € [0;p — 1] tel que f7(a) = fP(a).

Supposons j # 0 : en composant par (f~1)7, on obtient P77 (a) = a avec 1 < p—j < p, ce qui contredit
que les éléments de C? sont distincts.

Ainsi j =0 et donc fP(a) = a.

{0 a Cv2 Cv2 B s fa ab
A_<1 b>' Pr=X°—(trA) X +det A=X*-bX —a. A _<b a2 )
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On suppose que 1 n’est pas valeur propre de f, c’est a dire a + b # 1.

Supposons que f soit cyclique d’ordre 2 et soit {v, f(v)} un cycle d’ordre 2 de f.

Par définition, f2(v) € {v, f(v)}.

Si f2(v) = v, comme v # 0, alors v est un vecteur propre de f? relativement & la valeur propre 1.

Or P2 = X% — (trA?) X + det A% = X? — (2a + b*) X +a.

On a donc 1 — (2a +b2) +a? = 0, c’est a dire (a —1)? —b?> =0, d’olt @ —1 = +b, donc a — b =1 puisque
a+b#1.

Done b=a—1, Az(o ‘ >et A2:< o ale—1) >

1 a—1 a—1 a+(a—1)?
v = (x,y) est vecteur propre de f2 pour la valeur propre 1 si et seulement si (a — 1) +a(a— 1)y = 0.

. Sia=1,alors A = ((1) (1)> a pour valeur propre 1 et —1, donc ne convient pas selon 1’énoncé.

Cependant, dans ce cas, f est cyclique d’ordre 2 et a pour cycle Cfl puisque f(e1) = ez et f2(e1) = e;.
. Sia#1, alors on obtient v = A (a, —1) avec A € C* et on trouve que f(v) = —v, donc {v, f(v)} n’est
pas un cycle.

Si f2(v) = f(v), alors f n’est pas bijective sinon on aurait f(v) = v et 1 serait valeur propre de f.

Alors a = —det(f) =0et v € Ker(f? — f). A= ((1) 2) et A% = (2 b02>

v=(x,y) €EKer(f?—f) —= (b-1ax+b(b—-1)y=0.

. Sib#1, alors v =MA(b,—1) et f(v) =0, donc {v, f(v)} n’engendre pas E.

. Sib=1, alors f(es) = es, donc 1 est valeur propre de f.

Cependant, A2 = A et Ker(f? — f) = C%.

En prenant par exemple v = (1, 1), alors f(v) = (0,2) et f2(v) = f(v), donc {v, f(v)} est un cycle d’ordre
2.

Bilan : avec la condition “1 n’est pas valeur propre de f”, il n’y a pas de solution.

0 1
Cependant (1 0

> et ((1) (1)> sont associés a des endomorphismes cycliques d’ordre 2.

On suppose 6 ¢ 7Z sinon r serait égale & +id qui ne sont pas cycliques de fagon immédiate.

Condition nécessaire : Supposons r cyclique d’ordre p et soit C¥ un cycle d’ordre p de 7.
Comme detr =1, r est bijectif, donc rP(a) = a d’apres 5.

Comme a # 0, 1 est valeur propre de 7P.

cos(pf) —sin(pb)
sin(pf)  cos(pd)
Donc nécessairement pf € 27Z, donc 0 € 27Q.

r? a pour matrice ( > et a pour valeurs propres e?? et e =Y,

Réciproque Supposons 6 de la forme 272 avec p>2et pAg=1. Alors r? =id.
p

Considérons a = (1,0). On a r(a) = (cosf,sin ) et (1) zi:z‘ =sinf #0 car 6 ¢ 7Z. Donc {a,r(a)}
est une base de C2. A fortiori, la famille (a,7(a),...,r?"!(a)) engendre E. Puisque r”(a) = a, pour

avoir un cycle, il suffit de s’assurer que tous les éléments sont deux a deux distincts.
Supposons 7¥(a) = rf(a) avec 0 < k < £ < p— 1. En considérant leurs affixes, on obtient que e

d’ott e¢=F)% = 1 donc 27 (¢ — k:)g € 27Z, donc (¢ — k)q € pZ, c’est & dire p divise (¢ — k) g. Comme

pAq=1, d’apres le théoreme de Gauss, p divise / — k. Or 0 < {—k < p, donc £ = k.
Ainsi k —— 7¥(a) est injective de [0; p — 1] dans C et donc C? est un cycle pour r et r est cyclique.

k0 _ gilh)

PARTIE I1

Caractérisation des endomorphismes cycliques inversibles
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On suppose que f € GL(E) et que C? est un cycle pour f.

. Dlapres L5, fP(a) =a. Vke[0;p—1], f2(f*(a)) = f*(fr(a)) = f*(a).
Ainsi f? et id coincident sur une partie génératrice de E, donc sont égales, d’ott f? = id.
(L’implication (fP(a) = a = fP =1id) reste valable si f ¢ GL(E).)
p—1
f annule donc le polynéme XP — 1 = H(X — ¢¥*7/P) scindé dans C[X] A racines simples, donc

k=0
f est diagonalisable.

. Comme II; divise tout polynéme annulateur de f, I1; = P divise X? — 1.
Raisonnons par I’absurde en supposant qu’il existe & < p tel que Iy divise X k1.
Alors X* — 1 annule aussi f, donc f¥ = id. En particulier f*(a) = a avec 1 <k < p— 1, ce qui contredit
que les éléments de C? sont distincts.

Ainsi p est le plus petit des entiers k > 1 tel que Py divise Xk —

Réciproque.
p—1

Iy divise Py et Py divise X? —1 = H(X — wy) avec wy = e2ikm/p,
k=0

Notons A={k € [0;p—1] / (X —wy) divise II;} et B={k € [0;p—1] / (X — wy) divise Py}.
Ona Iy = H(X—wk), P; = H(X—wk) et AC B.

keA keB
Le théoreme de décomposition des noyaux donne :

E = Ker(Il;(f)) = €D Ker(f — wy.id) et E =Ker(Il;(f)) = @D Ker(f — w.id).
keA keB

Comme chaque wy, pour k € B est racine simple de Py, alors dim Ker(f — wg.id) = 1.
Il en résulte que A et B ont exactement n éléments, donc A = B et par suite II; = Py.

. f est diagonalisable car admet n valeurs propres distinctes ou encore parce que E est somme directe des
sous-espaces propres de f.

. Notons Ay,..., A, les n valeurs propres de f et soit V = (v1,...,v,) une base de vecteurs propres de f
avec f(vk) AU pour k = 1n

Si z= sz v;, alors f*(x sz (v;) = ixi()\i)k.vi.
i=1

n=1
I -Tl)\l . .fl)\?_l
T2 .TQ)\Q . $2Ag_1
La matrice de la famille (z, f(z),..., f""!(z)) dans la base V est M =
Tn Tpp ... TRARTE
det(M Hmz w(A1, .., An) ou V, est un déterminant de Vandermonde non nul car les \; sont

deux a deux dlstlncts
Comme les x; sont non nuls, det M # 0 et par suite (m, flz), ..., f"‘l(x)) est une base de F.

. Puisque Py est de degré n et divise XP —1, alors n < p et donc la famille (m, flz), ..., fp_l(x)) engendre

aussi F.
n

Comme fP(x Z x; (AP = Z x;.v; = x car les \; sont des racines p°® de 'unité, on en déduit que
i=1
C? est stable par f

Il reste & montrer que tous les éléments de C? sont distincts.
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Raisonnons par l’absurde en supposant qu’il existe k et £ distincts dans [0;p — 1] tels que k < £ et
@) = f(=).
f étant bijective par hypothese, on peut composer par (f~1)*, ce qui donne f*~%(z) = =.

n n
Posons ¢g=¢—k. Onag>1et fi(x) =2z, donc in()\i)q.vi = in.vi. Comme YV est une base et
i=1 i=1
les ; # 0, on obtient que Vi = 1..n, A] = 1. Ainsi tous les facteurs X — A; de la décomposition de Py
en facteurs premiers sont des facteurs de X? — 1, donc Py divise X9 — 1 avec 1 < ¢ < p, ce qui contredit
I’hypothese faite sur f.
En résumé, CP est un cycle de f et f est cyclique.

01 1
Soit A=[1 0 1] etB=A4+1Is.
11 0

a. B2=3B,donc (A+13)?=3(A+13), dot A2 —A—21I3=0.
Donc le polynéme @ = X? — X —2 annule f. De plus, c’est le polynome minimal car A + I3 # 0 et
A—-213#0.

b. Comme A (A —I3) =213, A et f sont inversibles.
Si f était cyclique d’ordre p, alors, d’apres IL1.b, Il = X2 — X —2 = (X + 1) (X — 2) diviserait X? — 1,
ce qui est faux.

f n’est donc pas cyclique.

PARTIE III

Caractérisation des endomorphismes cycliques non inversibles

On suppose que C? est un cycle de f et que f n’est pas inversible.

a. D’apreés 1.3.b, rg(f) > n — 1, donc d’apreés le théoréme du rang, dim(Kerf) < 1.
Or f ¢ GL(E), donc f est non injective : dim(Kerf) > 1.
Ainsi dim(Kerf) = 1.

b. Si lon avait fP(a) = a, on montrerait comme au I.1.a. que fP = id et par suite f serait inversible.
Donc fP(a) # a.

Comme fP(a) € CP, 35 € [l;p—1]/ fP(a) = fi(a).

c. Vkel[0;p—1], f1(f*(a)) = f*(fi(a)) = f*(fP(a)) = f7(f*(a)), donc f? = fP puisqu’elles prennent

les mémes valeurs sur les éléments d’une partie génératrice.

d. f étant non injective, 0 est valeur propre de f. Notons j ’ordre de multiplicité de 0 dans Py : 1 < j < n.
Py se factorise donc en Py = X7 @ avec Q(0) # 0.
Or f annule le polynéme X? — X/ = XJ (X?P=J — 1), donc Ilf(= Py) divise X7 (XP~7 — 1), d’ott
Q divise (XP77 —1).

Dans la suite, on s’intéresse & une réciproque.

Si @ est constant, alors Q = 1 d’apres les coefficients dominants et j = n.
Ainsi Py = Iy = X", donc par définition du polynéme minimal, f* =0 et f"~! # 0, autrement dit, f
est nilpotent d’indice n.

mOOv-1ca.tex - page 5



3.a.

On vérifie facilement que si a ¢ Ker(f"~1), alors la famille (a, f(a),..., f"~'(a)) est libre, donc c’est une
base et par suite, une famille génératrice de FE.
On constate alors que C"* = {a, f(a),..., f""1(a),0p} est un cycle de f.

f annule Iy = X7 @Q et X7 — 1 est un multiple de @, donc f annule le polynéme X7 (X? — 1).
Or X7 et X? — 1 n’ont pas de facteurs communs irréductilbes dans C[X ], donc sont premiers entre eux.
Le théoréme de décomposition des noyaux donne alors : E = Ker(f?) @ Ker(f? — id).

b. Sachant que le noyau de tout polynéome en f est stable par f, on en déduit immédiatement que

E1 = Ker(f7) et By = Ker(f? —id) sont stables par f.

On peut donc considérer les endomorphismes f; et fo induits par f sur E; et Es.

. Pour montrer que f5 est cyclique d’ordre ¢, on se ramene au résultat obtenu au I1.2.

-V € Ey=Ker(f!—1id), fi(z) ==, dou fi(x) ==z, donc f] =ids et fo € GL(E,).

- On sait que Py, divise Py = X7 Q, et comme 0 ¢ Sp(f2), Py, est premier avec X7, donc, d’apres le
théoreme de Gauss, Py, divise Q) qui divise X¢ — 1, donc Py, divise X¢ — 1.
Par suite, les zéros de Py, dans C sont tous d’ordre 1 : on sait qu’alors Il = Py,.

- Supposons qu'il existe k € [1;p — 1] tel que Py, divise X* — 1. Comme f» annule Py,, a fortiori, fa
annule X* — 1, donc f§ = ids.

Tout élément © € E se décompose en x = =1 + T2 avec 1 = F; et xo € FE5, donc fj(xl) = 0 et
fE(x2) = @2.

Ainsi [£7 0 (f* — id)] (z) = (F* — id) (7 (21)) + F ((F* — id)(w2)) = O

On vient donc de montrer que f7 o (f¥ — 1) = 0, donc II; = X7 Q divise X7 (X* — 1), donc @ divise
X% — 1 ce qui contredit ’hypothese faite sur Q.

Donc on peut conclure que f est cyclique d’ordre gq.

Si CZ, est un cycle de fa, alors ag € Fy, donc fg(az) = as.
Il en résulte que la suite (f7(az), ..., f7777(as)) se déduit de la suite (as, ..., f97(a2)) par permutation
circulaire, donc est elle-méme génératrice de Fs.

. En se placant dans une base adaptée a la somme directe £ = E1 ® Fs, f est représentée par une matrice

A 0

diagonale par blocs A = ( 0 Ay

> et I'on sait que A; et A sont des matrices associées a fi et fo
respectivement.

On obtient Py = det(XI, — A) =det(X I, — A1) det(XI, — As) = Py, Py,.

Donc Py, Py, = X7 Q. Or f; est nilpotent d’indice < j. En notant u = dim(E1), alors Py, = X" et
puisque 0 n’est pas racine de Py, et de (), on a nécessairement j = u. Ainsi dim(E) = j.

b) Si l'on avait ff 1 = 0, en reprenant un calcul effectué au IIl.4.a, on trouverait que le polynome

X931 (X7 —1) annule f, par suite I[I; = X7 @ diviserait X/~ (X9 — 1), ce qui est impossible.

¢) En considérant a; € Fy \ Ker(fI ™), on vérifie facilement que (a1, fi(ar), ..., ff_l(al)) est libre, donc

c’est une base de F/;. Donc (al, flar),..., fj_l(al))est une base de Ej.

a=aj;+azet fi(ay) =0, donc :
i+q—1 g
Coltay ={a, f(a),..., 1777 (a)} , , , ,
= {a1 +ag, flar) + f(az), ..., 77 ar) + [T~ (a2), f/(az),..., 717 (az)}.
En considérant les projections sur F; ou Fs, on remarque que le rang de ces vecteurs est le méme que
celui de la famille (a1, f(a1), ..., f77 (a1), fi(az),..., i7" (az)) qui engendre Ey + E» = E.

Donc Cif_g;; engendre E et de plus ses éléments sont distincts car ay, f(a1), ..., f7(a1) sont distincts
dans Ey et fi(az),..., f7T77 (az) distincts dans E.
Enfin f/+9(a; + as) = f77%(az) = f7(az), donc O} ! est stable par f.

Jj+q—1

i ta, €St un cycle de f.

En résumé, C
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1 1 0 0 0 O
Pour A=| -1 —1 0|, ontrouve que Pr=X?(X —j) et A2=10 0 0
L1y i g 5

On vérifie que IIy = P car aucun facteur de P n’annule f.

Ici Q = X — j qui divise X2 — 1, mais pas X — 1 et X?> —1,donc g =3 et j = 2.

On peut donc appliquer ce qui précéde et construire un cycle C2 avec a de la forme aj + as.

On choisit a; € By = Ker(f?) hyperplan défini par 1’équation x +y + jz = 0 et tel que a; ¢ Kerf,
par exemple a; = (5,0, —1) et az € By = Ker(f? — id), par exemple as = ez = (0,0, 1) qui est vecteur
propre de f pour la valeur propre j, donc vecteur propre de f3 pour la valeur propre j3 =1, c’est & dire
az € Ker(f3 —id).

Ainsi a = (4,0,0), f(a) = (. —j:j), f2(a) = (0,0,52) = j2.es. f*(a) = (0,0,1) = es, f(a) = (0,0, )
et C2 est un cycle de f.

On vérifie que f5(a) = (0,0,5) = f*(a) comme trouvé au 6.

I o e i o o
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