CCINP Mathsl MP
a.chabchi@lydex.ma

Exercice 1

1. Soit k € N, la fonction fy, : t — t2*In (¢) est continue sur |0, 1] .

e Pour k£ > 1, on a par croissance comparée : hm+ fr (t) =0, donc fi, est pronlongeable par continuité
t—0

en 0 et par suite elle est intégrable sur ]0, 1], ainsi I existe.

1 1
) au voisinage de 0%, avec t — —

Vi Vi

intégrable sur 0, 1] car de type Riemann avec o = 3 < 1, donc fy est aussi intégrable sur ]0,1], ainsi

e Pour k£ = 0, on a encore par croissance comparée : fi (t) = o <

Iy existe.
e Soit 0 < z < 1, a l'aide d’une intégration par parties, on obtient :

1 ok 12k+1 1 142k

Or le crochet est de limite nulle en 07, ainsi

Lok 1
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In (t)

2. On a la fonction f : ¢+ e 1es‘c continue sur ]0, 1[, de plus :

t In(¢) 1
e Puisque lgn tn_—(i =1, donc hm f@= lim tn—( 1)t+71 =3 ainsi f est pronlongeable par continuité

en 1 et par suite elle est 1ntegrable au voisinage de 1.

e Au voisinnage de 07, on a f (t) ~ —1In () qui est intégrable sur ]0, 1] selon la question Q.1 en prenant
k=0.

e On conclut alors que f est intégrable sur |0, 1.

+oo
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On sait que t — —— est DSE a l'origine et on a pour tout |t| < 1, —— = t2F on obtient alors
q T g p It] [ ;O

/lf(t)dt—/hrf:ot%ln(t)dt— 1+f:°fk(t)dt
0 0 0 k=0

k=0

e On a Z fi est une série de fonctions continues (par morceaux) sur |0, 1] et convergente simplement
k>0
vers —f qui est continue (par morceaux) sur |0, 1.

1

(2k +1)*  4k?’
est convergente par le critére d’équivalence.

1 1
e DeplusV keN, / |f (O)|dt = =1} = donc la série de terme général / |fx ()| dt
0 0

On peut alors appliquer le théoréme de la sommation L' pour avoir

/Of(t)dt:—Z St Zk_zm

k=0
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e La série E — étant absolument convergente, donc la suite | — est sommable, on peut alors
n>1 n"J n>1
calculer sa somme en regroupant les termes d’indices pairs et ceux d’indices impairs :

2?2 X1 &1 X 1X1 X1
(ST Bycr A I RaT R P I A ey
On en déduit N
1 e} 2 2
1 3 0w ™
/of() ,;0(211“)2 476 8
Exercice 11
1
3. La fonction In est deux fois dérivable sur ]0, +oo[ et vérifie V 2 > 0, In" (z) = —— < 0, donc elle est

concave sur cet intervalle. Par I'inégalité de Jenson généralisée, on a pour n > 1, A1, ..., A, > 0 de somme

letxy,....,x, >0:
i=1 i=1

1
En particulier pour n =3, A\ = Ao = A3 = 3 et a,b,c > 0, on aura

In (Vabe) = éln(a)‘f'éln(b)—i—%ln(c) <In (“*;’*‘7

En composant par la fonction exponentielle qui est croissante sur R, on obtient alors I'inégalité arithmético-
géométrique demandée.

4. f étant une fonction rationnelle (quotient de deux fonctions polynomiales), donc différentiable (méme de
classe C°) sur son domaine de définition, en particulier différentiable sur ]0, +oo[2 . De plus, on a :

of 1 of 1
g7 —1- et —1-
5y (& Y) 2 gy (z,y) e
e Si (z,y) € ]0,+00[? est critique, alors g (z,y) = ? (z,y) = 0, donc 2y?> = yx? = 1, par suite
x y

xy(z—y) = 0, or x et y non nuls, donc x* = y, puis > = 1, donc forcément (z,y) = (1,1). la

réciproque étant évidente. On conlut que (1,1) est le seul point critique de f dans le quart de plan
2
10, +o00[”.

e Puisque f est différentiable sur 'ouvert ]0, —|—oo[2 , alors si f présente un extrémum en un point (xg, yo)
de cet ouvert, alors forcément (zg,yo) est un point critique de f, et par suite (xo,y0) = (1,1).

1
e En appliquant la question Q1., pour a = x,b = y et z = — on obtient alors pour tout =,y > 0 :
Ty

1 1 1
s (o) =57 @w = {2 -t ad s =3 =0

Ainsi f admet au point critique (1,1) un minmum global, ce minmum vaut f (1,1) = 3.

Probléme : Un peu d’arithmétique avec la fonction zéta

Algorithmique : calcul de zéta aux entiers pairs

5. On pourra écrire une fonction factorielle(n) récursive ou itérative : (ici itérative)

factorielle(n) :
n==0:
1
a=1
k (I,n+1)
ax =k
a



!
6. On peut calculer factorielle(k) a 1'aide de k mutiplications, pour calculer binomial <Z) = m, on a
besoin de (n+p + (n — p)) + 1 = 2n + 1 multiplications.

On peut remarquer que

A
(n) = (n,p)7 ot A(n,p)=n(n—1)...(n —p+1) le coefficient d’arrangement A?.

p p!
En effet :
A(n,p) :
(0<= p<=mn):
0
a=1
k m—p+1,n+1):
ax =k
a
: n\ _ A(n.p)
Donc le calcul de A (n,p) se fait & l'aide de p multiplications et celui de (p> = ol s’obtient a l’aide

de (p + p) = 2p multiplications. En particulier binomial (‘;’8) s’obtient par 20 multiplications.

Enfin, si on remplace la division // dans Z par la division usuelle, le type de retour sera un flottant : type
float.

7. Soit n > p > 1, on a alors

(Z) ! (nn!— DI

On peut alors écrire :

(n—1)! _n(n-1
(p-D'n-1-(p-1)) _p<p—1>

SRS

binom_rec(n, p) :
(0<= p<=mn):

0
n==0orp==0:
1
n .
—% binom_rec(n — 1,p—1)

p

8. On a les by vérifient une relation récurrente de type :

k-1
bp =1et pour k> 1, by = Zoai(k)bk, ou a; (k) = _lerl(k—:l)
A I'aide d'une boucle, on va construire les listes B = [bo, ...,bn] et Ay = [ag (k) ,...,ax—1 (k)], on pourra
écrire :
bernoulli(n) :
n==0:
1
B = [1] # initialisation de la liste des nombres de Bernoulli par B = [by] = [1]
A = [-0.5] # initialisation des listes de coefficients par Ay = [ag (1)] = [-0.5]
k (Ln+1):
b= (B 1] x Ali] i (len(B))) # on pourra la recalculer facilement ...
B.append(b)
A =[-1/(k + 2) x binomial (k + 2, 1) i (k+1)]
B[-1]

IT - Généralités sur la fonction zéta



. . . In(n .
9. Puisque a > 1, alors pour 1 < « < a, par croissance comparée, ona lim n®x L = lim n* %ln(n)=

n—+00 na n——+00

In(n 1
0, donc # =o0 <a> , or la série de terme général — est absolument convergente ( Riemann o > 1),
n n n

In (n)

par suite la série de terme général I’est également.

10. On vérifie les hypotheses de dérivation de somme de série de fonctions :

e On a la série Y f,, converge simplement sur l'intervalle |1, +o0[

e Pour tout n > 1, la fonction f,, est de classe C! sur |1, +oo] et f (x) = —

1 1
e Pour ¢ > 1, on a pour tout z > a, |f} (z)] = @ < ij) Or selon la question Q9., la série
n n

n (n)

converge uniformément sur I'intervalle [a, +o0].

de terme général est convergente, donc la série des dérivées > fI converge normalement, donc

e On conclut alors que la fonction ¢ de Riemann est de classe C! sur 'intervalle ]1,+o00[ et on a

Ve>1, ((z)=—

en particulier sa dérivée est négative, donc elle décroissante sur |1, 4+o00].

11. Si la convergence était uniforme sur |1, 400, puisque 1 est adhérent & cet ensemble et on a pour tout

. 1 . . . 1 .
n>1, hrn+ fn (k) = — existe, alors la série des limites E — serait convergente. Absurde, la convergence
z—1 n =i
n’est donc pas uniforme sur |1, +o00[.

12. On a pour tout = > 2, | f, (z)| =

1 . 1 .
< —. Or la série de terme général — est convergente, donc la série
n n

fn converge normalement, donc converge uniformément sur l'intervalle [2, +00[, on peut faire alors une
imite terme a terme au voisinage de 400 :

i, ¢ @) kain h=1e Y 0=

n=2
. 1 . L
13. Pour x > 1 fixé, la fonction ¢t — = est continue décroissante sur [1, +o0[, donc

k+1 k
\71@1,/ dt<i</ dt
k k* k—1 ¥

les trois termes étant convergent, on va sommer 'inégalité de gauche de k = 1 jusqu’a 400 et celle de droite

de k = 2 jusqu’a +o00, puis d’ajouter le premier terme == 1; on obtient alors :

/:OOdt:I(J:)SC(JJ)S1+/+OO;”—1+I() CQFD (1)

taj 1

1
Or un calcul simple fournit I (z) = ——, et puisque 1+1 (z) ~ I (z) =
T —

au voisinage de 1, on conclut
1 z—1

alors que ¢ (z) ~ 7 au voisinage de 1.

14. On vérifie les hypothéses de sommabilité du théoréme de Fubini, puisque > 1, on a :

—+oo

1
est convergente de somme Z

_ (=)
(ab)” '

7TINT

+oo
e Lt la série Z lef est aussi convergente de somme Z Cb(x) =2 (x)
b>1 b=1



1
e On conclut alors que la famille ((b)z> est sommable de somme s = ¢? (z).

a>1, b>1
e Comme indique, pour n > 1, on note A, = {(a,b) € A / ab=n}, alors (A4,),~, est une partition
1
de A, puisque | —— est sommable de somme s, alors par le théoréme de sommation par
(ab) (a,b)eA

paquets, on obtient :

H
et

ZZ -5

n=1 (a,b)€A, n=1 (a,b) An n

+oo
M - Z % CQFD

na:

Il
_

n=1

III - Produit Eulérien

15. On a I’événement (X € aN*) est la réunion disjointe des événements (X = ak), ., , donc par 'axiome de
o-additivité, on a :

= 1 +°°1 C(s) 1
P (X €aN") ZP k):ZW = 7 = . CQFD.

16. Faisant une récurrence sur n :

e Sin =1, le résultat est évident.

e Soit n > 2, supposons le résultat vrai & lordre (n—1), si (a1|N,...,a,|N), alors 'hypothése de
récurrence prouve que aji...a,—1|N, et puisque (a1, ..., a,) sont premiers entre eux deux a deux, alors
ai...an_1 et a, seront deux diviseurs de N premiers entre eux, donc leur produit ai...a,,_1 X a,, divise
N. D’ou le sens direct. Le sens indiret est trivial car chaque a; divise le produit a;...a;...a,,.

Pour n > 3, le sens direct peut tomber en défaut si (aq,...,a,) sont juste premiers entre eux dans leur
ensemble : par exemple si a1 = as = 2, a3 = 3 et N =6, on a bien (2,2, 3) premiers entre eux dans leurs
ensemble, diviseurs de 6, mais leur produit 22 x 3 n’est pas diviseurs de 6.

17. Comme indiqué, soit (b, ..., b,) une sous famille de (a1, ...,a,), alors 1 <r <mn et (by,...,b,) sont premiers
entre eux deux a deux, donc selon la question Q17.; on obtient ’égalité suivante des événements :

(X e yN* .., X € b,N*) = (01| X, ...,0,| X) = (b1..b,|X) = (X € (by...b,) N¥)
En prenant les probabilités de ces événements, on aura a ’aide de la question Q15 :

1 1

P(X €bN*, .., X € b,N*) = P(X € (b..b;) N*) = CRSART
1-.-0p

= P(X € jyN*)..P (X € b,N*)

par conséquent les événements P (X € a1N*) ..., P (X € a,N*) sont mutuellement indépendants.

18. Puisque py, ..., p,, sont premiers et deux deux distincts, ils sont en particulier premiers entre eux deux a deux,
donc a l'aide de la question précédente, les événemens (p1|X), ..., (pn]|X) sont mutuellement indépendents,

par suite leurs événements contraires (p11X), ..., (p,1X) sont aussi mutuellement indépendents, donc

P (Bn) = PAHX) o (X)) = P (11)-P oot X) = JT (1= P 10) = T (1— ) CQFD

19. On a w € Nyen= By, est équivalent au fait que entier naturel non nul X (w) n’est divisible par aucun entier
premier, ce qui est équivalent & X (w) = 1. Donc on obtient :

I
T

=

£
I

1) = P (Nnen-Bn)

1 - 1
= P(Npen+B,) = lim P(B,) = Il 1——
cy = P (OnewBo) = lm P(Bn)= lim ( )

Ainsi pour tout s > 1, en en déduit

n —1
¢(s)= lim (1 — 15) . CQFD
n—-+00 1 b
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20. On suppose que la série des inverses des entiers premiers E — converge.
Pn
n>1

. 1 1 . . . . "
e Puisque —In <1 — — | ~ —, alors par le critére d’équivalence des séries numériques & termes positifs,
pn n

1

la série Z —1In (1 - ) converge aussi, or sa suite de somme partielle est exactement (lnwu,), ,

Pn
n>1

elle sera donc convergente, et donc par continuité de la fonction I'exponentielle, la suite (u,),,~, est

convergente vers un réel .

e Puisque s > 0, on vérifie facilement que pour tout £ > 1, on a

1 1

J—_ §1—i
Dy, Pk

les termes étant positifs, en prenant le produit, on obtient, pour tout n > 1 et tout s > 1:

LT L |
II 1— < II:I_ = Un
k=1 k=1

1 1
P Pk

Puis en faisant tendre n vers 400, on aura selon la question précédente :

C(s) <1

Or on sait que ¢ (s) ~ 7 au voisinage de 17, donc en particulier lim ¢ (s) = 400, ce qui contredit

— s—1

1
I'inégalité V s > 1, ¢ (s) <. On conclut alors que la série g — est divergente.
Pn
n>1

Fin du corrigé



