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OPTIONS M ET P '  - 2EME EPREUVE DE MATHEMATIQUES 

( D U R E E  : 4 H E U R E S )  

L ' b n o n c é  d e  c e t t e  Bpreuve commune aux  c a n d i d a t s  d e s  o p t i o n s  M e t  P '  
compor te  3 p a g e s .  

Il es t  demande expressement aux candidats de  donner des demonstrations precises  e t  
rigoureuses. Aucun raisonnement vague ou i n s u f f i s a n t  ne sera  p r i s  en consideration p a r  l e  
correcteur. 

1 -  

2 -  

3 -  

4 -  

5 -  

---- 
On ddsigne p a r y  l'ensemble des s u i t e s  f i n i e s  s t r ic tement  croissantes  de points  de l ' i n t e r v a l l e  

reel [-1,+i]. 

Tout Blement S de 9 , avec S = (x0 

d ' interpolat ion d'ordre n sur  l ' i n t e r v a l l e  [-1,+11. 

Un systsme d ' interpolat ion d 'ordre  n, soi t  S, s u r  [-1,+1] Btant d e f i n i  par l a  s u i t e  strictement 

croissante 

. . ,X }, o?t - 1 6 x0 < x1 < . . < x Q 1 , es t  appel6 s y s t b e  
n n 

( x i )  
o < i & n  

, pour t o u t  e n t i e r  k, k E  {O,l,-,n), on pose : 

w ( X I  n,S 
w (XI  = ( x -  X O )  ( x -  xl)  ... ( x - x k )  e t  $,s(x) = w I  

k , S  n,S (\) ( x -  

W '  designant selon l 'usage l a  d6rivee du polynôme w ; par convention w- (x) = 1 

Les polynômes w (-1 4 k 4 n) (resp. 

616mentaires (resp. les polynômes fondamentaux) associes au systgme d ' interpolat ion s. 

n, S n,S 1 ,s 
: ( O  4 k 6 n) ) s ' appe l len t  les polyn8mes 5 , s  k , S  

Etant donne une fonction f ,  r d e l l e  ou complexe, d e f i n i e  sur  l ' i n t e r v a l l e  [-1,+11 e t  un 

dlement S d e y  , on d i t  qu'un polynôme P à coef f ic ien ts  reels ou complexes est un polynôme 

interpolateur pour le  couple ( f ,S)  , si  pour t o u t  x de S ,  P(x) = f ( X )  . 
S i  l a  fonction f es t  p f o i s  der ivable  sur  [-l,+l], on d i r a  qu'un polynbme P est  un 

polynôme in te rpola teur  d 'ordre  p pour l e  couple ( f ,S)  S i  : 

( V k ({O, 1, . . ,p} ) ( P(k!  (x) = f ( k )  (x) ) pour !tout x Bl6ment de S . 
OÙ 

P(O) = P 

P ( k )  (resp. f ( k ) )  d4signe l a  dbrivée d'ordre k de P (resp. de f) ; par convention 

(resp. f ( O )  = f ) .  

9 d6signe l 'espace vec tor ie l  des polynames à coef f ic ien ts  réels ou complexes n 
infer ieur  ou Bgal 8 n. 

de degr6 

6 - Soit E l'ensemble des fonctions continues de [-l,-Fl] dans c ; les Op6ratiOnS : 

( f ,g)  C E  x E- f + g E E  avec 

( h , f )  €II x E- h . f €E avec (X . f )  (x) = Xf(x) pour t o u t  X E  [-1,+ll 
( f ,g )  E E x EI-+ f . g EE avec ( f  . g) (x) = f ( x )  .g(x)  pour t o u t  x E[-1,+11 

( f + g )  (XI = f ( x )  + g(x) pour t o u t  xE[-1,+11 

oon&rent à E une s t ruc ture  d 'algèbre s u r  l e  corps des complexes a . 
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7 - On rappel le  que l ' app l i ca t ion  de E dans [ O ,  +- [qu i  à t ou te  fonction f associe l e  réel 

[IfIl = sup 

continues sur l ' i n t e r v a l l e  [-1,+1] 1. 

I f ( t )  1 est  une norme s u r  E (norme de l a  convergence uniforme pour les fonctions 
t a - 1  ,+11 

Du point  de vue topologique E sera regardé comme muni de l a  topologie associée à cette norme. 

8 - Dans t o u t  espace &tr ique , une partie A est  d i t e  pa r tou t  dense dans E , s i  son adherence, 

notee , coincide avec 2. 
PARTIE 1 

D a n s  t ou te  cette p a r t i e ,  on suppose donne un systRme d ' i n t e rpo la t ion  S d'ordre n 

su r  [-1,+i], & f i n i e  par l a  s u i t e  s t r ic tement  croissante  ( x i )  - 
o < i t n  

O 1 - Montrer qu 'à  t o u t  dlement f de E es t  associé un polyn8me P e t  un seu l ,  élement de Jn, f ,s' 
qui s o i t  i n t e rpo la t eu r  pour l e  couple ( f , S ) .  

Exprimer le polynbme P à l ' a i d e  des polynômes fondamentaux associes au système S. 

Montrer que l ' app l i ca t ion  f++ P 

f , S  

de E dans 9 est  une appl icat ion l i néa i r e .  
f ,S  

(s 
5. 2 - Pour t o u t  k e n t i e r ,  k = o , l , - , n -1 ,  n, on pose e (x) = x -  

k 

J2n+1 * 
a) Wmontrer que les polynômes ( If,< ek gS) forment une base de 

b) f appartenant E, on suppose en ou t r e  que f es t  dérivable s u r  [-1,+11 . o - s k d n  

Wmontrer q u ' i l  e x i s t e  un polynôme Q , e t  un Seul, de q n + l , q u i  s o i t  un polynôme 
f ,s 

i n t e rpo la t eu r  d 'ordre  1 pour l e  couple ( f  ,SI. 

Wterminer les composantes de Q 
f2 dans l a  base précédente de J2n+l . 

f I S  

3 - On suppose f p fois dérivable s u r  [-1,+1],  (p 3 1 ) .  Montrer l ' ex i s t ence  e t  l ' u n i c i t é  

d'un polyname in t e rpo la t eu r  d 'ordre p pour l e  couple ( f ,S)  qui  s o i t  de degré i n f é r i e u r  

ou éga l  à n(p+l)  + p. 

4 - Soient m o ,  m l  - , m , n + 1 e n t i e r s  donnés, te ls  que m .  b 1 pour t o u t  i ; on designe par  v n 1 
le  plus  grand de ces e n t i e r s  e t  p a r  N l ' e n t i e r  N = (n+l)V . 
Montrer que pour toute  fonction f élément de E ,  suffisamment dérivable s u r  [-1,+11, 

il ex i s t e  R élément de q-l, t e l  que pour t o u t  i e n t i e r ,  i = O, 1 , - , n, x s o i t  un zéro 

d 'ordre  m au moins pour l a  fonction x C-+ f (x) - R(x).  

R e s t - i l  unique ? 

i 

i 

PARTIE II 

Dans toute  cette p a r t i e  l ' e n t i e r  n > O, e t  l a  fonction f élément de E sont donnés. 

1 - Soi t  T l a  fonction dé f in i e  s u r  l ' i n t e r v a l l e  [-1,+1] par  : n+ 1 

( v x E [-1,+1] ) Tn+?(x) = 2-"cos[(n+l) A r c c o s x l .  
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2 -  

3 -  

a) Wmontrer que T es t  l a  r e s t r i c t i o n  à [-l,+l] d'une fonction polynBme de degri  n+l . 
n+ 1 

Quel est le  coef f ic ien t  du terme de plus  haut degr6 ? 

b) Montrer que Tn+l es t  solut ion p a r t i c u l i 6 r e  s u r  [-l,+l] d'une 6quation d i f f d r e n t i e l l e  

l inda i re  du second ordre. 

c) Déterminer les zdros de Tn+l. On les e x p l i c i t e r a  de manigre a les organiser e n  
un sys t ae  d ' interpolat ion de [-l,+l], S = { x ~ , ~ ,  x ~ , ~ ,  .., $,nt x ~ , ~ }  

a) Mmontrer q u ' i l  e x i s t e  un polyname,et un seul ,  de ?,n+l, soit  Q ~ ~ + ~ ,  qui s o i t  

in te rpola teur  pour l e  couple (f,S) e t  t e l  que le polynôme ddrivg s o i t  

interpolateur  pour l e  couple (0,s). 

Montrer l 'exis tence de polyn6mes $ 
fondamentaux de S, a i n s i  que leurs  ddrivdes, tels que : 

que l ' o n  & f i n i r a  a l'ai& des Po1pbmes 
,n 

c) En ddduire que : 
Tt+ l  (x) 

pour t o u t  x de [-1,+11 2n 1 - X-\ ,n  
\ , n ( X )  = 2 

(n+i)2 (x  - '5c,n)2 

e t  que 

a) E > O Btant donne, j u s t i f i e r  l ' ex is tence  d'un rie1 6 > O tel que si  x '  e t  X" 

appartiennent à [-1,+11 e t  v d r i f i e n t  1 ' indgal i td  1x1 -xl1I < 6 

I f ( x ' )  - f (x") 1 4 8 . 

f: \ ,n(x) = 1 pour t o u t  x appartenant à l ' i n t e r v a l l e  1-1,+11 . 
k=o 

a l o r s  

b) *montrer que pour t o u t  x de [-1,+11, on a : 

(On pourra d c r i r e  l e  premier m e m b r e  de cette indgal i td  sous l a  forme d'une somme 

de deux termes, chacun des t e r m e s  d t a n t  lui-même une somme f i n i e ,  la premiere i t a n t  indexde 

par les e n t i e r s  k te ls  que Ix - 5 1 < 6 ) . ,n 
Que peut-on conclure de ce r d s u l t a t  ? 

A-1 : - 

A-2 : - 

A-3 : - 

PARTIE III (Applications) 
f (x) x n dx = O pour t o u t  e n t i e r  n . J-+ll 9 Q i t  f 'un Bldnlznt de E ; on suppose que 

Montrer que f e s t  l a  fonction nulle.  

Soit A I J C ~  sous-algèbre de E e t  f un blément de A. Mmontrer que l 'appl icat ion : 

x I If  (x)  1 est  un élément de l 'adhdrence de A, A , s i f q v p r t c ' e r r t  ausri  Z A .  

En admettant que toute  réunion ddnombrable d'ensembles dhombrables es t  encore ddnombrable, 

montrer q u ' i l  exis5e une s u i t e  de points  de E par tout  dense dans E. 

- 


