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spé MP1 carnot DIJON

Bibliographie utile pour la Méthode de GAUSS-JACOBI

ENS Ulm et Sevres 1979 épreuve pratique 3h ; Solutions numériques des équations algébriques Tome II systemes
de plusieurs équations, valeurs propres des matrices pages 231-246 et 92, par E. DURAND Doyen de la Faculté des
sciences de Toulouse Masson et Cie 1961 ; Ciarlet (1982) ; CCP 1997 math 2 PSI (contre exemple de Hansen 1963 :
on cyclic Jacobi method STAM 11 qui a été suivie par Forsythe et Henrici “The cyclic jacobi method for computing”
TAMS 1960)

Le portrait de Jacobi de trouve dans ”les mathématiques” par Roger Caratini (Bordas 1985) page 114 ISBN 2-04-
015392-6 ; Carl Jacobi (1804-1851) est un mathématicien allemand, qui a étudié en méme temps qu’Abel, la théorie
des fonctions elliptiques, et introduit en analyse les fonctions dites “fonctions 6” (*) ; on lui doit aussi la théorie des
déterminants fonctionnels (jacobiens) :

( ) La relation fonctionnelle 9% = 90 + 93 et son lien avec la théorie des réseaux est étudiée dans un article passionnant de I’Enseignement mathématique
= 2 = 2
Genéve 1956 pages 258-261 : lauteur est Balth VAN DER POL ! (Rappel (93 0 T Z q 90 0 T Z(—l)nqn ; 92 (0, T) = Z q("+1/2) ;
—0 —0o0
avec = e, et Im(T) > 0 ; T est appelé o module des fonctions 8 ; le lien avec les sommes de Gauss serait intéréssant).

‘Partie I - Une norme sur Mat(n, R) ‘

(I.A) Tr(AB)=Tr(BA) :

n n n n
11 suffit d’écrire T?“ AB g E Q; ,ka 1| T permutation des sommations finies, et R commutatif E [ g bk,iai,k] = TT(BA)'
i k=1 k=1 i=1

(I.B) Produit scalaire :  On peut vérifier que ¢ est bilinéaire, définie, positive, mais il est plus simple de remarquer

que : ¢(A, Z Zaz kbZ k = Z a; jb; j, donc ¢ est le produit scalaire canonique sur M,(R) ; en
i=1 k=1 (4,5)€[1,n]?

particulier Z aizd- = ||A||2
(Ly)el1n

1,1
(I.C) Inégalité a montrer : L’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ dans R™, appliquée aux vecteurs : et
Gn,n
1 n n
: | donne [Zam]Q < (212) Z ” = nZa” < n||A||? ; donc Tr(A)| < /n||A]| et donc |||Tr(]|| < v/n.
1 i=1 i=1 =1

Mais |Tr(I,)| = n = v/n||I,|| donc |]||Tx||| = v/n

(LD) [[QA][=[[A]] :
[|QA||? = Tr[QALAIQ] = Tr[(QATA)Q) = Tr['Q(QATA)] = Tr[(1Q0) At A] = Tr(1,.A'A) = Tr(AtA) = || A]|2.
B B est symétrique : En effet ‘B = ("QAQ) =! Q' AQ =' QAQ = B.
| Egalité de deux sommes a démontrer :

SOST8, = [IBII? = [['QAQ|? = Tr[("QAQ)'(*QAQ)] = Tr[(*QAQ)('Q'AQ)] = Tr[(*QA)(Q'Q)'AQ)] =

i=1 j=1

Tr[QA(IL,) AQ) = Tr(*QATAQ] =; 4 Tr[(APAQ)'Q) = Tr(A*A) = ||A|]?> = Z Z a?;.

i=1 j=1

‘Partie IT - Diagonalisation pour n=2‘

(IL.A) Calculer B : B — _tQAQ — [cos@ —sm@] [am cos —ayasinf ai; sm@—i—aLQCOSH] _

sinf cos@ a1,2c080 —azasinf aj2sinf + ag 2 cosd
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2 Centrale 2000 : Méthode de JACOBI =R %

a1,1cos? 0 + as, 2 sin? 0 — aq o sin(260)  a12 COS(QH) (a1 1 asg,2) sin(26) ,
= N ’ . , par consequent :
ai 2 cos(29) (a1 1— ag2)sin(26)  aq1sin 20 + az,2 cos? 0 + aj 2 sin(26)
ai1,1cos? 0 + as, 2 sin20 — a 2sin(20) a1z cos(29) (a1 1 as,2) sin(26)
B = .
a2 cos(20) + (a1 1—ag2)sin(20)  aj1sin 20+ as,2 cos? 0 + aj 2 sin(26)

(IL.B) Egalité & montrer : D’aprés (D) comme A et B sont symétriques bi, + b3, + 203, = ||B|]* = [|A]|* =
2 2 2
ajq + a3, +2a3 ;.

I1.C) Existence de 0 : by = a1 2c0s(20) 4+ 1(a1.1 — as.2)sin(20) ; Distinguons deux cas (ce n’est pas indispensable
; , 2\a1, ;
mais I’énoncé le suggere) :
. Cas 1
bi2 =0 <= cos(20) =0 car a12 # 0 ; donc by 2 = 0 <= 0 € T + TZ et '’équation n’a qu'une solution dans

]—%,O[U]O,%] : 9_%

e Cas 2 : Alors 12 = 0 = co0s(20) # 0 et b1 o = 0 < tan(20) = —% — 0 ¢
_%Arctan[%] + §Z et D’ equatlon n’a aussi qu'une solution dans | — %, 0[U]0, §] : 6 = —%Arctan[alia_il;m] . Par

Sl a1 = azz2

SE

conséquent | A — { 1 2a; 2 .
EArctan [m] S1 ay1 7é az 2

(ILD) Pour ce Choix B est diagonale : B est symétrique et by » = 0, donc B est diagonale. Comme B = Q=1 AQ,
B est semblable & A, donc spectre(B) = spectre(A) et donc ‘Spectre(A) = {bq,1,b2 2} ‘

(ILE) Exemple : On applique la formule trouvée en (IL.C) et ici |F(A) = — L Arctan(24 = 4)

Donc tan(20) = _% donc cos(20) = \/ﬁ—Q—“)Q = % car cos(26) > 0 et sin(26) = cos(20) tan(26) = %.
Or by =a1; [7%5(229)“] + az,z[il_co;(%)] —ay,2s8in(2 )
boo =ai [1_%5(29)] + a272[1+%5(29)] + a1 2 sin(20) =

Donc |B = [2 0 ] et Sp(A) =Sp(B) ={2,-3}

0 -3

De plus A = QBQ~!, avec B diagonale, donc ( (—CZISHHG> , (222) ) est une base (orthonormée) de vecteurs

propres de A.
Comme cos f # 0 une autre base de diagonalisation est :

e 2, e ) - () 2 ) - ((8) (F)

Finalement | Eo = R (g) ‘ E 3=R <_43>

‘Partie III - Quelques résultats généraux‘

(III.A) B est symétrique : 2 étant clairement orthogonale, la question (I.D) donne le résultat.

(ITI.B.1) Calcul des coefficients de M :

Mij = Qi,j sijé&{p,q}
En effectuant le produit ligne par colonne on a immédiatement : m; p, = cos fa; p, — sin fa;
m; ¢ = sinfa; p + cosfa; o

(II1.B.2) Calcul des coefficients de B : On multiplie la matrice M précédente & gauche par '€ et en faisant le produit
ligne par colonne on a :
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bij = ai; pour i & {p,q} et j & {p, ¢}
bip = my; p = cosba; p, —sinba; 4 sii ¢ {p,q}

big = m; q = sinfa; , + cosba; 4 sii ¢ {p,q}

bp,q = cosOm,, 4 —sinfmyg 4

cos[sinbay, ,, + cosBayp 4] — sinf[sin O[sin fa,,, + cos Oag, 4
cos(20)ay, ¢ + sin(26) ez e

p.p = COS My, —sinfmy

app oS> 0+ ag 4502 0 — ay, 4 sin(26)

q = sinfm,, , + cos Omy

appsin® 0 + a, , cos? 0 + a,, 4 sin(26)

(=l

S
Q

(IT1.B.3) Relier deux matrices et déduction :

t . .
On a donc [bp’p bp’q] = [ cosf - sinf ] [ap’p pq ] [ cos — sinf ] et ’égalité demandée découle de (II1.B).

ap Dgqg —sinf cosf| |aqp aqq| | —sinf cosf

(II1.B.4) Existence et unicité de 0, 4 : Le calcul fait au (II.C) donne

9p7q = {

S1 app = Aq,q

1 2ap,q .
§Arctan[m] S1 ap p 7é Aq,q

FSE

‘Partie IV - Suites dans un espace vectoriel normé de dimension finie

(IV.A.1) xi appartient & une union de boules : Raisonnons par I’absurde, supposons la proposition fausse :
M

non| Ve >0, dn. € N, Vk € Nk > n, = a1 € Bla,,c]| < Jeop > 0, foralln € N, 3k € Nk > n et z &
[ "

=1
M
U Blau, <l-
pu=1
M
Posons V) = U Blay, €o] et construisons par récurrence une application ¢ : N — N strictement croissante et telle
pu=1

que pour tout p € N, z,,) € Vo :

" Pour p =03k > 0 a2 € Vo notons ¢(0) un de ces k.

" Sion a construit p(0) < p(1) < ...p(p—1) avec x,;) & Vo pour i < p — 1, par hyptohese, 3k > p(p — 1) + 1 et
xy, & Vo : notons p(p) un tel k ; on a @(p) > o(p — 1) et x,(,) & Vo : d’olt 'existece de ¢ par récurrence.

Maintenant, (2, (p))pen est une suite bornée (car sous suite d'une suite bornée) d'un espace vectoriel de dimension
FINIE, donc fermé, elle admet donc une valeur d’adhérence ¢ (La boule fermée qui contient cette suite bornée, est un
fermé borné dans un espace normé de dimension finie, donc compact, et Bolzano Weiestrass donne ’existence de cette
valeur d’adhérence), donc il existe 1) : N — N strictement croissante telle que z,(y(q)) tende vers £ quand ¢ tend vers
plus I'infini.

Mais ¢ 01} est strictement croissante donc £ est valeur d’adhérence de (2, )nen, donc il existe ug € [[1, M]] tel que

L= ay,.
Mais Vj appartient a I’ensemble des voisinages de a,, et Vg € N x4 (q)) € Vo ce qui est absurde.
M
Donc Ve >0, In. e N, Vke Nk >n, = 1 € U lay,e€].
p=1

(IV.A.2) Choix “judicieux” de ¢ :
e Prenons 0 < € < $Min{||ay, — aw||/1 # 1} et appliquons (IV.A.1) : 3n. € N, Vk € Nk > n. = w;, €

M
U Blay. <]
p=1

D’autre part, puisque lirf [|Znt1 — zn|] = 0, InL € N tel que pour tout k > n’. = ||zry1 — xil|| < e (2).
n—-rroo

Soit ng = Max(n.,n.), on a, d’apres (1), x,, € U lay, €], donc il existe po € [[1, M]] tel que x,,, € Blay,,¢].
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Montrons par récurrence sur k, que k > ng = xj, € Blay,, €] :

* Pour k = ng c’est vrai.
M

+ Si le résultat est vrai pour k, on a zj, € Blay,, €] et Tp41 € U Blay, €] donc il existe 1 tel que xi41 € Blay, , €]
p=1

et si 1 # po, on a : de < |lay, — apuo|| Sinegatite triangutaire |10 — Tht1|| + ||Th41 — apo || < 3¢, ce qui est absurde. Donc
p1 = pho €t Tp41 € Blay,, €.

Par conséquent Vk > ng = xj, € Blay,,].

e Soit a > 0 quelconque, prenons ¢ = Min[a, * Min{||a, —a,/||/pn # w'}], alors d’apres le raisonnement ci dessus
dng €N, Jpo € [[1, M]]Vk €N, k > ng = x, € Blay,,€]|. Or Blay,, €] C Blay,, ], donc 3ng €N, k> ng = x; €
Blay,,a] c’est a dire & —k— o0 Qpq-

‘Partie V - Méthode de Jacobi : une suite de matrices convergeant vers une diagonalisée de A

N\g (Il y a une erreur d’énoncé : il manque une valeur absolue entourant le premier membre de
I’égalité de la condition (1) du préambule de cette partie (V))

(V.A) Conséquence du choix de f : D’apres (II1.B.4) on a ag{;l) agkgl) 0|

(V.B.1) Majorer cx : ¢ —Z[ (k) < [alF1? Zl =n(n a(k)] .

= p,q
i£j i#]

(V.B.2) Relation entre deux ey successifs :

k+1 - k+1 - k
e = 3 _lar 2 = | Apal 2 =Y [0l =se amy AR =D a2

i#j i=1 i=1
k+1 k+1 k+1 k+1
= e _ o AP el = (laf Pl VP 2lal ) =namee v (1Al 2=
ai rien changé” car [Ap.q ]2 = :
i#q
k k k k k
i p a1 = (a1 + [afi)? + 20afif)2) = er — 2lafia)’.

i F#q

(V.B.3) Déduction :
D’apres (V.B.1), [agfg] > (n TjEk, Puisque nn—1)>0sin>2.

D’ol 41 Ssk—mak Comme 1 — WZO onaVkeN, 0<eg S[l—ﬁ] goet0<1— m<1
donc limeg, = 0 et donc .
(V.C.1) A est diagonale : L’ensemble D,, des matrices diagonales est un sous espace vectoriel de M,,(R), donc un

fermé (prendre la base finie des matrices diagonales formée par les matrices de base E; ; = Diag(0,...,1,0,...,0), et
dans D,,, toute adhérente a une matrice diagonale est diagonale puisqu’elle s’écrit x1(p)E1,1 + ...) et V¢, Dy, € Dy,
avec A = élim Dy, donc A € D,,.

— 400

(V.C.2) A et A ont le méme polynéme caractéristique : L’application x : M, (R) — R, [X] qui & M associe PC)y
(polyndme caractéristique de M) est continue car PCyy = Z €0 [X01,0(1) = 1,0(1)]---[X0n,0(n) = @n,o(n)] ; donc x est
UEGn
une somme finie de produits de fonctions continues (le produit de polynémes est bilinéaire donc continu sur R, [X]).
Or PC(Akt+1) = PC(Ag) car Agy1 et Ay sont semblables, donc pour tout k PC(Ar) = PC(A) et Ag, =
Dy, + B, —k—+t00 A+ 0 donc PC(Ag,) — PC(A) et donc PC(A) = PC(A).

(V.C.3) Conclusion : Comme PC(A) = H(X —Aji) ona (A1, Ann) = (As(1), -+ Ao(n)) POUr une certaine
i=1
permutation o, par unicité de la décomposition de PC(A) en produit de facteurs irréductibles & lordre pres.
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Donc ’ensemble des valeurs d’adhérence de (Dy)xen est inclus dans I'ensemble fini { Diag(As(1y, -, Ao(n)/0 €6n}.

(V.D.1) La suite (Dg) est bornée :

D4 = S fa® < 14l = JAI® car Apal] = [ A4, done la sie (Dyex est bornée. (Dans Ia boule de
i=1
centre 0 et de rayon ||A||)

e Limite de Dg41 — Dy :
k+1 k k+1 k
1Dkt — Dl = [abiy ™ — abi]? + a5 — alfy)?

(k+1) (k ) (k)
k k k = ap,p — ap k
apyy = agig et apig # 0| alors 6, = 3 et { (k+1) (k) (i donc [|Dgy1 — Dy|[? = 2[afl)?
Gq,q ap,p + ap,q
ayp # dipg et ajly 70
Alors cos(26y) = L 1 et sin(26y) = cos(26y) tan(26x) = — 2lay) 1
RV a2 g g g [l —al] TCTEE
N (OB (O I mms
[@p,p—=2q,q] lap,p—2q,q)
a®) 4a®) ) ()
Par conséquent agfgl) = +a" ¢ 4 22091 cog(20),) — al() 3 sin(26y)
(k)+ ® ) () 4[al)]?
— a.9 _j’_ P 2 1 _j’_ p.q
2 lag'p —ag 32
1) _ ol o) )l

Et de méme aq.q Lo—bd — Bk 1+

Dot || D41 — Dy||? = 2[fracagfg — aé’f)Q] X [

() _ () ()72 2
Or V1+ 22 <1+ |z|car 1 +2% < 1+22+ 2|z, par suite ||Dgi1— Dil||? < 2[%]%( [1—1—%—1 =

[ PP q,q]2
2] (k)] _

ap,q

agfg = 0| alors Dy41 = Dy, donc ||Dy41 — Dgl|| = 0.

Dans les trois cas on a ||Dg11 — Dgl| < \/_|a(k)| < V/2¢y, donc klim [|Dr+1 — Dg|] = 0.
— 400

(V.D.2) Convergence des suites : D’aprés ces deux résultats, on peut appliquer (IV.A) & la suite (Dy) qui converge
donc vers une matrice diagonale A. Comme Ay = Dy + By avec By — 0 on a Ay — A.
En particulier az(-ﬁ-) — A;; € Sp(A), ce qui permet d’obtenir des valeurs approchées des valeurs propres de A, par
les termes diagonaux de Ay.

‘Partie VI - Etude d’un exemple pour n=3‘

(VI.LA) Déterminer 6o et Ay : On a (po, o) = (2,3) et donc |6y = —1 Arctan(%)

sin 6 -3 _ 3 _ 1 _ 4
Pour cette valeur, on a vu en (ILE) que (cos 90> € R( 4 >, donc tanfy = —3, cosfy = T T 5 et
1 0 O 15 5 0
sinfy = —% X % = —% :donc Qo= |0 % —% et en utilisant la formule (III.B.2) |A; = | 5 15 0
02 z 0 0 -10
(VL.B) Déterminer 0, et Ay :
V2 V2
| o2 10 0 0
Cette fois (p1,q1) = (1,2) et donc Q; = _72 @ et |Ag = 8 200 (io
0 0 1 -

(VI.C) Polynéme caractéristique de A :
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Puisque A, est diagonale, la méthode de JACOBI nous donne ‘ PC(A) =PC(A2) = (X -10)(X —20)(X =10) ‘
et |Sp(A)={10,20,-10} I

Il est difficile ce comprendre ce qu’attend le correcteur comme commentaire ! On peut observer que A a été choisie
pour avoir Ay diagonale (ce qui n’est pas le cas général 1), que dans ce cas le calcul apparait plus simple que par le
calcul de PC(A) et résolution de 1’équation caractéristique.

On peut aussi remarquer qu’on a facilement une base orthonormée de vecteurs propres en calculant la matrice
Q0.
__________________________________________________________________________________________________________________________________________]

CENTRALE 2 MP 2000
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