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DEUXIEME EPREUVE
OPTION M
(Durée de 1'épreuve : 4 heures)

Soit IT un espace affine euclidien orienté de dimension 2. Il sera appelé bri¢vement
plan I1. La distance de deux points A et B est notée d(A,B). Tout repére Oxy considéré est
orthonormé et direct : (Ox,0Oy) =§ .

Une partie de I1 désignée par la lettre E, avec ou sans indice, est un sous-ensemble de IT

“contenant au moins une infinité dénombrable de points. Les différentes figures géométriques
considérées - segment, cercle - sont supposées posséder elles aussi cette propriété.
Soit n un entier n 2 2, et une partie E du plan I1 ; pour toute suite finie de points de la

partic E : P1,P3,...,Py, le réel go(P1,P2,...,Ppn) est égal & la moyenne géométrique des
distances mutuelles de ces points, c’est-2-dire :

gn(P1,P2,...,Pn) = { Ejd(Pi’P") }¥n(e-D) < { i<§l Sg(Pi,Pj) }2/n(n-1)

Considérons maintenant 'ensemble des réels gn(P1,P2,...,Pp) définis pour toute suite de points
P1,P2,...,Pn ; si cet ensemble est borné, la borne supérieure de ces réels sera désignée par
Sn(E) :

Sn(E) = sup { gn(P1.,P2,....Pn) | Pije E,1€i<n} ;
si au contraire cet ensemble de réels n'est pas borné, 8,(E) est égal A l'infini.

Premiére partie Quelques propriétés générales de 8n(E) et quelques exemples,

1° a. Démontrer que si E est une partic bornée du plan I, 52(E) est un réel égal au diamétre de E :
S2(E) = sup{d(A,.B) I ABe E }.

Démontrer que pour tout entier n supérieur 2 2, 34(E) est fini et majoré par 8,(E).

b. Soient deux parties E; et E3 du plan IT telles que E; soit contenu dans Ey : E; c Ej ;
établir pour tout entier n 2 2, I'inégalité :  8,(E;) < 8,(E»).

c. Démontrer que si un sous-ensemble E n'est pas borné, il existe pour tout réel p (p>0)

et tout entier k (k22) donnés, une suite finie de points P1,Pa,...,Py, tels que pour tout i
différent de j, la distance de P; a Pj est supérieure 2 p : d(P;,Pj)2p. En déduire que
3n(E) est infini lorsque le sous-ensemble E n'est pas borné.

d. Soit une partie bornée E du plan IT ; soit 'E l'adhérence de E ; comparer 8,(E) et SH(TE_).

2°) Soit I le segment [A,B] du plan ITde longueur a ; étant donnés deux points P; et P3 de

I, comment choisir un point P2 situé entre P et P3 tel que g3(P1,P2,P3) soit
maximum ? En déduire la valeur de 53(I).
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39 Soit Cg un cercle de centre O et de rayon R.
a. Considérons un repere Oxy et les trois points du cercle Py, P2 et P3 définis par leurs
angles polaires, égaux respectivement 20,6 et ¢ :
(Ox,0P7)=0, (Ox,0P3)=p avec : 0 <O <@ < 2x.

En supposant les points Py et P3 donnés, déterminer le point P2 tel que I'expression
g3(P1,P2,P3) soit maximum.

En supposant maintenant le point P} donné, déterminer les points P3 et P3 pour que
g3(P1,P2,P3) soit maximum.

b. En déduire la valeur de 83(CR).

c. Soit T un arc de cercle de rayon R et de longueur aR (0<a<2m) ; que vaut 5(I) ?

Deuxitme partie Etyde de la suite des réels 8(E), n=2,3,... pour une partic quelconque E
| ‘culicr ob |

19 Soit E une partie bornée du plan I1.
a. Soit une suite de n+1 points de E : P1,Py,...,Pq 41 ; démontrer la relation :

n+l

{ gn"'](Pl:PZ’"-vpn +1) }n+l = n gn(Pl, P29'°-ﬁiv-'vpn+l) .

i=1
L'expression gn(P1, Pz,...ﬁ;,...,Pnﬂ) signifie que la fonction gy a €t€ calculée aux n
points obtenus en retranchant de la suite P1,P,...,Pp +1 le point Pj (1 <i S n+1).
b. En déduire une relation entre 841(E) et n(E). En conclure que la suite des réels 3p(E),
n=23,... estconvergente ; soit A(E) sa limite.

2°) a. Soientz,i=0,1,...,n—-1 les n racines ni®MeS de I'unité ; démontrer la propriété :
n-1
pour tout entier k, 0 Sk < n—1, H (zk - z)) = n (z)*! .
=
b. Calculer, lorsque les points Py,Py,...,Py sont les sommets d'un polygone régulier
inscrit dans un cercle Cr de rayon R, la valeur du réel g,(P1,P3,...,Pp).

c. En déduire que pour un cercle CR la limite A(E) de la suite des réels 8,(E) n = 2 est
différente de 0. Donner un encadrement de cette limite.
Troisitme partie
L'objet de cette partie est de relier pour une partie E de IT bornée, 1a quantité A(E)
2.un réel W(E) défini 3 l'aide de valeurs prises par des polyndmes,

Considérons un repere Oxy du plan I1. A chacun des points P du plan I est associ€ un

nombre complexe : 'affixe de P. Pour tout entier n supérieur ou €gal 3 1, soit Uy, I'ensemble
des polynomes complexes unitaires U de degré n, c'est-a-dire les polynémes complexes dont le
terme de plus haut degr€ est z0.
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A) Généralités.

19) a. Soit une partie E de I1 bornée. Démontrer en considérant un repére Oxy du plan IT qu'
tout polynéme unitaire U peut étre associ€ un réel égal 2 la borne supérieure des
modules des valeurs prises par ce polyndme U aux différents points de E :

S(E;U) = sup{ U(2)! | z est I'affixe d'un point quelconque P de E }.

Soit 6,(E) la borne inférieure des réels S(E;U) lorsque U est un polyndme unitaire

quelconque de degrén :
on(E) =inf { S(E;U)IU € Uy ).

Démontrer que le réel 0,(E) ne dépend pas du repere Oxy choisi dans le plan I1.
] n
Dans la suite, pour une partic E bornée, il sera posé : pn(E) = \jon(E) .

b. Démontrer que si la partie E n'est pas bornée, quel que soit le repére Oxy choisi dans le
plan I1, I’ensemble { 1U(2)! | z est I'affixe d'un point quelconque P de E } n’est pas
majoré. '

2°) Déterminer deux réels a et b strictement positifs tels que pour toute partie bornée E

duplanIl :

a 01(E) < 62(E) Sb 6y(E) .
B) Cas d’un segment : comportement de Hn .

Soit I le segment fermé joignant les points A et B de coordonnées (—1,0) et (1,0) dans un
repere Oxy du plan I1. L'intervalle fermé [-1,1] sera également désigné par 1. Soit n un entier,
n21.

1°) Soit Ty n=1,2,... la fonction définie sur I par la relation :

Ta(x) = 2+1- cos(n.Arccosx).

Etablir une relation de récurrence vérifiée par ces fonctions en calculant I'expression :
20Ty o (x)+ 271 Tp(x) -

En déduire que la fonction x— Ty(x) est une fonction polynomiale définie sur I ;
démontrer que le polyndme Ty est unitaire ; préciser son degré n. Déterminer le
maximum de {T(x)! sur cet intervalle 1.
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2°) Soit U un polyndme unitaire de degré n ; le but de cette question est d'établir que le
maximum de fU(x) lorsque x varie dans I est supérieur ou €gal 2 L

n-1 ¢
a. Supposons que le polyndme unitaire U soit réel et tel que, pour tout x de l'intervalle I :
U< 507

Déterminer les signes des valeurs prises par le polyndme U-Ty aux points xi définis
par la relation : xg = cos(%), 0 <k < n. Démontrer que 1’hypothese formulée sur U

est fausse.

b. Soit U un polynéme unitaire complexe de degré n ; démontrer que le maximum de son
module sur l'intervalle I est supéricur ou égal & 2—:_7 .

3°)  En déduire la valeur de pqa(I). Démontrer que la suite des réels pp(I) admet une limite
p(I). Déterminer la valeur de p(I).

C) Etude générale de pn(E) .

1°) Soit (up)ne N+ une suite de réels strictement positifs possédant la propriété suivante :
pour tout couple d'entiers p et q appartenant 3 N* : (up.g)P*9 < (up)P (ug)3 .

a. FEtablir la propriété : pour tous entiers k et p (appartcnant 3 N*), upp < up.

b. Etablir pour I'ensemble des réels up 'existence d'une borne inféricure £ et démontrer
que pour tout € donné positif il existe un entier p tel que : up < £ + € ; A partir de cette

remarque et du fait que, pour un entier p donné, tout entier n s'écrit de maniére unique
n=pq +r,avec 0 <r < p, démontrer que la suite uy, est convergente.

2% a. Soit E une partiec bornée du plan I1 ; démontrer que la suite des réelsop(E)n21ala
propriété :
pour tout couple d'entiers p et q appartenant 3 N*,  0pq(E) < 0p(E) oq(E).

b. Soit H(E) la borne inférieure des réels pn(E) lorsque n varie de 1 a l'infini. Démontrer
que la suite des réels H,(E) n 2 1 est convergente et de limite u(E). Vérifier cette
propriété sur I'exemple étudi€ au paragraphe B ci-dessus.
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3%a

)

Soient n+1 nombres complexes z1,22,...,2p+1 €t un polyndme unitaire U de degré n ;
soit V la valeur du déterminant :

1 1 ... 1
z) 2 .. Znel
™! @1 .. (ze)™]
U(z1) U(z2) ... U(zne1)

Calculer la valeur V de ce déterminant (elle est indépendante du polyndme U).
Soit une partic bornée E du plan IT ; démontrer l'inégalité :

{5041(B)}+1D2 < (n41) {8n(B)}RO-D2 { po(E) Jn.
En choisissant pour U le polyndme particulier : U(z) = lE! (z-2zp) , démontrer la
relation : )

{3a(E)} 12 { paE) }0 < {Sps1(B)Jnime1)2,

On considere une partie quelconque E bornée du plan.
Démontrer que pour toutentiern21: Wa(E) € Spei(E).
Donner un majorant de 8p41(E) en fonction de py(E),u2(E).....tn(E) etden.

En admettant le résultat suivant : si une suite (up)n2) st convergente et de limite 2, la

suite vp définie par vy = u1+2u2n-;. Tl | est convergente et de limite % , démontrer

I'égalité : AE) = u(E) .




