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DEUXI~ME $PREUVE 
OPTION M 

(Dur& de l'(preuve : 4 heures) 

Soit ll un espace affine euclidien orientt de dimension 2. Il sera appel6 bribvernent 
plan n. La distance de deux points A et B est notk d(A,B). Tout r e p h  Oxy considCr6 est 
OrthonormC et direct : (0x.0~) =: 

Une partie de dCsignCe par la lettre E, avec ou sans indice, est un sous-ensemble de n 
contenant au moins une de points. Les diffkntes figures ghmCtxiques 
considCrCes - segment, cercle - sont suppos6es posscder elles aussi cette propriCtC. 

Soit n un entier n 2 2, et une partie E du plan Il ; pour toute suite finie de points de la 
partie E : Pi,P2, ..., Pn , le del g,,(Pl,Pz, ..., Pn) est Cgal 8 la moyenne gComCtrique des 
distances mutuelles de ces points, c'est-8-dire : 

ConsidCrons maintenant l'ensemble des rkls gn(Pl,P2,. . .,Pn) dCfinis pour toute suite de points 
P1,P2,. . .,Pn ; si cet ensemble est bornC, la borne supCrieure de ces rhls sera design& par 
&(El : 

6,(E) = SUP ( gn(Pl,P2, ..., Pn) I Pi E E , 1 5 i 5 n } ; 

si au contraire cet ensemble de nkls n'est pas borne, &(E) est Cgal i l'infmi. 

Premiere partie -nWes dç & ( E ) c t u t s e x t m D l e s .  

19 a. DCmontrer que si E est une partie bom& du plan Il, &(E) est un de l  Cgal au d i d t r e  de E : 
h(E) = sup(d(A,B) I A,B E E ). 

Nmontrer que pour tout entier n sup&ieur ii 2, &(E) est fini et major6 par &(E). 

b. Soient deux parties El et E2 du plan 
Ctablir pour tout entier n 2 2, l'inCgalid : 

telles que El soit contenu dans E2 : El c E2 ; 
&,(El) S &(E2). 

c. DCmontrer que si un sous-ensemble E n'est pas bomC, il existe pour tout r k l  p (PA)) 
et tout entier k (W) donnbs, une suite finie de points Pl&,. . .& tels que pour tout i 
diffbrent de j, la distance de Pi 8 Pj est sup6rieure i p : d(Pi,Pj)+. En dauire que 
&(E) est infini lorsque le sous-ensemble E n'est pas h C .  

d. Soit une partie &Ce E du plan n ; soit Ë l'adhCrence de E ; comparer &(E) et &,(Ë). 

2") Soit 1 k segment [A,B] du plan n de longueur a ; Ctant donnCs deux points P1 et P3 de 
1, comment choisir un point P2 situt entre Pl et P3 tel que g3(P1,P2,P3) soit 
maximum ? En d6duire la valeur de 630. 
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39 
a 

b. 

C. 

Soit CR un cercle de centre O et de rayon R. 
ConsidcrOns un rcp&re Oxy et les trois points du cercle Pi, P2 et P3 definis par leurs 
angles polaires, Cgaux respectivement B O, 8 et <p : 

En supposant les points Pi et P3 donnes, determiner le point P2 tel que l'expression 
g3(Pl&P3) soit maximum. 

En supposant maintenant le point Pl donne, detexminer les points P2 et P3 pour que 
g3(P1,P2,P3) soit maximum. 

En d&uirc la valeur de &(CR). 

Soit r un arc de cercle de rayon R et de longueur aR ( C k a a x )  ; que vaut 

(Ox,OP2)=0, (Ox,OP3)=cp avec : O c 8 < cp c 2x. 

? 

Deuxihme partie EQ& de la s- &,(E), n=2,3,. . . p u r  m e  a ~ e l ~ n ~ ~ E  

10) Soit E une partie bomk du plan n . 
a. Soit une suite de n+l points de E : P1,P2, ...,Pn +1; demontrer la relation : 

t l  

L'expression gn(P1, ~ 2 , .  ..pi,. . .,Pn+l) signifie que la fonction gn a etc calcul& aux n 
points obtenus en retranchant de la suite Pi&,. . .,Pn +1 le point Pi (1 S i S n+l). 

b. En dcduire une relation entre &+@) et &@). En conclure que la suite des r&ls &@), 
n = 2.3,. . . est convergente ; soit A@) sa limite. 
Soient Zi, i = 0,1,. . .,n-1 les n racines nikmeS de l'unit6 ; dkmontrer la propriCt6 : 

pour tout entier k, 0 S k S n-1, 

29 a. 
n- 1 n (Zk - Zj) = n (Zk)"-l . 
@ 

b. Calculer, lorsque les points P I , P ~ , . . . , P ~  sont les sommets d'un polygone r6gulier 
inscrit dans un cercle CR de rayon R, la valeur du r&l gn(Pl,P2,. . . ,Pn). 

c. En dauire que pour un cercle CR la limite A(E) de la suite des rkels &(E) n 2 2 est 
diff6rente de O. Donner un encadrement de cette limite. 

ce- de ' Eden- * A@) 
Troisihme parti 

blnrkl P(E) df3uUUk de v- des l2QwhEL 

Considhns un rep&re Oxy du plan Il. A chacun des points P du plan l3 est associe un 
nombre complexe : l'affixe de P. Pour tout entier n u r  ou , soit Un l'ensemble 
des polynômes complexes unitaires U de de@ n, c'est-8dh les polynames complexes dont le 
terme de plus haut de@ est zn. 
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19 a. Soit une partie E de II bomk. D6montrer en considht  un re@rc Oxy du plan II qu'A 
tout polynôme unitaire U peut êtrc associC un del Cgal A la borne supCrieure des 
modules des valeurs prises par ce polynôme U aux diffknts  points de E : 

S(E;U) = sup{ KJ(z)lI z est l'affme d'un point quelconque P de E ) . 
Soit an@) la borne infCrieure des dels S(E;U) lorsque U est un polynôme-unitaire 
quelconque de degr6 n : 

an@) = inf { S(E;U) I u E u,, }. 

Dcmontrer que le &cl an@) ne &pend pas du rtpbe Oxy choisi dans le plan n. 
D ~ S  la suite, pour une partie E bornh, il sera pose : p,,(~) = 4,Q . 

n 

b. Dcmontrcr que si la partie E n'est pas bornh, quel que soit le re@= Oxy choisi dans le 
plan n , l'ensemble { KJ(z)l 1 z est l'affixe d'un point quelconque P de E } n'est pas 
majorC. 

2") DctCnniner deux rCels a et b strictement positifs tels que pour toute partie bomk E 
du plan Il : 

a al@) s h(E) s b alcl * 

B) m d ' d  Pn. 

Soit 1 le segment fermC joignant les points A et B de coordonnhs (-1,O) et (1,O) dans un 
rem Oxy du plan II. L'intervalle f d  [-1,1] sera Cgalement dCsign6 par 1. Soit n un entier, 
n 2 1. 

10) Soit Tn n=1,2,. . . la fonction dCfinie sur 1 par la relation : 

1 
2" * Tn(X) = y- cos(n.Arccosx). 

Gtablir une relation de dcurrence vcrifik par ces fonctions en calculant l'expression : 
2"+'Tn+2(~)+ 2"-1Tn(x) . 

En dcduire que la fonction xoTn(x) est une fonction polynomiale dCfinie sur 1 ; 
d6montrer que le polynôme Tn est unitaire ; pdcistr son degr6 n. DCtenniner le 
maximum de ITn(X)l SUT cet intMVal1~ 1. 
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29 Soit U un polynôme unitaire de degr6 n ; le but de cette question est d'ttablir que le 
maximum de U(x)l lorsque x varie dans 1 est supQieur ou Cgal B 3 . 1 

a. Supposons que le polynôme un i t ah  U soit del et tel que, pour tout x de l'intervalle 1 : 
1 

U(x)i< 2"-1 
D&erminer les signes des valeurs prises par le polynÔimc U-Tn aux points xk dCfds 
par la relation : Xk = cos(?), 0 S k S n. DCmonw que l'hypothbsc formu& sur u 
est fausse. 

b. Soit U un polynôme unitaire complexe de degr6 n ; dcmontrer que le maximum de son 
module sur l'intervalle 1 est #eur ou Cgal B 9 . 1 

39 En duuire la valeur de h(I). D6montrtr que la suite des dels pno admet une limite 
~(1). Dctcnniner la valeur de po. 

10) Soit (un)= N* une suite de r6cls strictement positifs poss&ht la pmpn6d suivante : 
pour tout couple d'entiers p et q appartenant B W* : ( u m p  S (up)p (u@ . 

a. Établir la propriktt5 : pour tous entiers k et p (appartenant B N*), u 4  S up. 

b. Établir pour l'ensemble des rkls un l'existence d'une borne inf6neureR et dCmonmr 
que pour tout E donne positif il existe un entier p tel que : up 5 R + E ; partir de cette 

remarque et du fait que, pour un entier p donne, tout entier n s'&rit de mani&re unique 
n = pq + r , avec O 5 r < p, dkmontrcr que la suite Un est convergente. 

2") a. Soit E une partie bcnnk du plan ll ; &montrer que la suite des r&ls on@) n 2 1 a la 
p @ C &  : 
pour tout couple d'entiers p et q appartenant B N* , %(E) S %(E) a@). 

b. Soit p(E) la borne inf&eure des r&ls k(E) lorsque n varie de 1 B l'infini. DCmontrtr 
que la suite des rkls pn(E) n 2 1 est convergente et de limite p(E). VCflier cette 
propri6tC sur l'exemple hdi6  au paragraphe B ci-dessus. 



V =  

Calculer la valeur V de cc d6tmmhant (elle est ind6pcndante du polynhe v). 

b. Soit une partie bon& E du plan II ; dcmonar l'inCgalit6 : 

{&+l(E))n(n+lm c (n+U {Gn(E)1"("-1)R { k(E) 1" 
n 

t l  
En choisissant pour U le polynSme particulier : U(z) - n ( z  - zi) 
relation : 

dhonmr la 

Isn(EP0-1m ( k(E> 1" 5 (Gn+101n(n+l~ 

49 On consi& une partie quelconque E ban6e du plan. 

a. Dcmontrer que pour tout entier n 2 1 : p&) S &+lQ. 

b. Donner un majorant de 6n+l(E) en fonction de pl(E),p2(E).. ...p&) et de n. 

c. En admettant le dsultat suivant : si une suite (un)a l  est convergente et de limite 1, la 
suite vn dtfmie par Vn = 

l'tgalitc : A@) = p(E). 

u1+2u2+***+nun est convergente et de limite z 4 2  . dCmonm 
n2 

1 1 ... 1 
21 22 ... zn+l 
... ... ... ... 

( Z l P '  (22)"" ... (Zn+1)n-l 


