Corrigé de I’épreuve Mathématiques, Centrale II, 2025, filiére PSI.
Version provisoire du 03/05/2025

Laurent Bonavero - Lycée Champollion (Grenoble)

Avertissements : ceci n'est pas LE corrigé mais UN corrigé.
Il y a dans tous mes corrigés des erreurs potentielles ou des choses qui ne sembleront pas claires...me
contacter le cas échéant !

Attribution d’une valeur a des séries divergentes
Partie A - Deux approches pour une valeur a 1 +2+---+n-+4---

I - Une premiére approche

Q1. On a| Dy =]0,400[ | et en faisant apparaitre une série géométrique,

+oo 1
Ve >0, f(z) = Z(eﬂ")" =1 o= |
n=0

Q2. Comme quotient de fonctions de classe C* dont le dénominateur ne s’annule pas sur |0, +oo], la
fonction f est de classe C! et

Va > O7 f’(x) = —(:I-fw .
Q3. On a
e B 1—x+2%/2+ o(z?)
= = G-t a[6+ o))

1—z+2%/2+ o(2?)
22(1 —x/2 + 22/6 + o(x2))2’

Or, lorsque u tend vers 0, on a

1
T = L 2u 3t o).
Donc,
: :1+2(x/2—332/6)+3372/4+0(372)=1+$+3x2+0(332)
(1—2/2422/6+ o(x?))? 12 .
Donc
. )
(1_6702 = ?(1 —z+2%/2+ 0(z?)) (1 + = + 522 /12 + o(z?))
1
= S(1-z+2%/2+x—2"+52%/12 4 o(z?))
x
1
= —5(1-2°/12+0(a?))
x
et donc
e " 1 1
(e a2 1 W)

Q4. Pour z > 0 et n € N, notons f,(x) = e~ "*. Pour tout a > 0 et pour tout z > a,
0 <ne ™ < ne " = o(1/n?).

Les fonctions f,, sont de classe C! et d’aprés ce qui précéde, la série des dérivées E [/, converge

normalement donc uniformément sur tout intervalle de la forme [a, +00[. On peut donc appliquer
le théoréme de C' dérivation des séries de fonctions et en déduire que

oo +oo
Vo >0, f(z) = Z fr(z) =— Zne‘””’.
n=0 n=0



De 14,

400 —

1 , 1 e=7 1 1
2: —nw _ L _ - - __ = 1
v ne x? f(@) 22 (1—e =2 22 12 +o(l)

et donc

lim ane_m - i = —i
x—0 —o JCQ a 12 '

II - Une deuxiéme approche

I1.1 - Une généralisation du théoréme des sommes de Riemann pour les fonctions de classe C*

Q5. On a

b—
a+nx€]a,b]<:>0<nm§b—a<:>0<n§—a@ne[[l,L(b—a)/xJ]]
x

en convenant que [1, |[(b—a)/z|] =0si |[(b—a)/z| =0, c’est-a-dire si (b—a)/z < 1.
Q6. On a

Ljs—1<|L/s) < Lfa
donc
—x <z|L/x]-L<0

et enfin

IL—=|L/z]| <z

Q7. En écrivant que pour tout n

/a+m fla+nx)dt = zf(a + nx),

+(n—1)z
il vient
L(b—a)/x] L(b— a)/wJ atna
Z fla+nz) = / fla+nx)dt
n=1 +(n—-1)z
a+nx [(b—a)/z] a+nx
= / flat+nz)— f)dt+ > / f(t)at
n=1 +(n— 1)95 n—1 a+(n—1)z
—a) a+nzx a+|(b—a)/z]z
= / a—l—nx)—f(t))dt—!—/ ft)dt
n=1 +(n—1)z a
—a) a+nz b b
Z / (a+nz) — f(£))dt +/ f(tydt - / F(t)dt.
n—1 +(n— 1)93 a a+|(b—a)/z]x
Et donc bien
Z lasn)— [ s [ Glasna - soa- [ oy
n=1 at+(n—1)x a+|(b—a)/z]x




Q8. On en déduit, par inégalité triangulaire et théoréme des accroissements finis :

L(b—a)/x] b Lb=a)/z] atna b
0 Y St - [gwa) < S [ jfasan - ol | O]
n=1 a n=1 at(n—1)z a+|(b—a)/x]x

[(b—a)/z] a+nx
< sup|f/| Z / (a+nz —t)dt+sup|f|(b—a—[(b—a)/z]z)
[a,b] n=1 a
2

+(n—1)z [a,b]

= suplf'| 5 [(b—a)/x) +sup|f| (b—a~ [(b—a)/alx)

[a,b] [a,b]

< sup|f'| 5 (b—a)+suplf|a
Q6 [ab 2 [a,5]
b—a
= =z sup|f'| +sup |f] ] .
[a,b] [a,b]
Notons que sup | f'| et sup | f| sont bien définis car f est de classe C' sur le segment [a, b].
[a,b] [a,b]
Ainsi
[(b=a)/x| b -
0< |z Z f(aJrnx)f/f(t)dt §x< sup|f’|+sup|f|> HOO
n=1 a [a,b] [a,b] T

et par domination,

L(b—a)/z] b
:]c.li%ﬁ ,; f(a—&-nm):/a ft)dt|.

“+o0
I1.2 - Un développement asymptotique lorsque x tend vers 0 de Z np(nx)

n=1

Q9. On a de suite

K
A 4 = (K — (0) = 0

et comme ' (t) = ¢(t) + t¢'(t) et comme ¢ est nulle sur [K, +o00],

K
| =0 - w0 = o0 = -1

Q10. En appliquant Q8 a ¢ sur [0, K], il vient

|K/z] LK/x] K K
lim x nzxp(ne) = lim x Z Y(nx) = / Y(t)dt = / to(t)dt |
z—0 ot z—0 ot 0 0
En appliquant Q8 & v’ et a 9" sur [0, K], il vient
LK/x] K LK /] K
. / _ / _ . " _ 1! —
i%lew(nm)_/o w(t)dt—Oetill)%lew(nx)—/o P(t)dt = -1

Q11. En appliquant Taylor avec reste intégral & 1/1“) pour n = k entre b = t et a = K et en tenant
compte du fait que 9 et toutes ses dérivées sont nulles sur [K,4o0o[, on a de suite

0= [ inyal




Q12. A l'aide de Q11, on a

k+1
(K — t) sup ‘¢(l+k+1)|'

1 K
vt € [0, K|, 1/1(l) t)| < — sup 7,/1(”]”1) / s—t)Fds=—— 2
0., 100 < g sup [0 [ = s = =t

On en déduit que

K K
O dt| < sup [pUFFHD)| (K —t)F+ de
/xLK/mJ (k+ 1o,k oK/
1
- (I+k+1) _ k+2
= sup |y K—z|K/x
Gy S W —ale )
aht? (l+k+1)|
< sup |¢
(k+2)! o, K]|
On en déduit que
I 0) g (I+k+1)
o<l [ w00 < sup [ D] 5 0
2k )oKk (k+2)! [OK]| z—0

et enfin que

K
lim — / YO (t)dt = 0],
=028 Jo /o)

Q13. On a a l'aide de majorations qui deviennent un peu lassantes alors qu’il s’agit uniquement de la
question 13...

(k+l) \_K/ﬂ nx nx (5 _ t)k
Ry (x < sup |¢ / </ ds)dt
(@)l OK| |Z n—Dz \Jt k!
LK/IJ k41
_ (k+1) (nx —1t)
DO BN e S
( LK/ZJ Lht2
_ k+1)
- S
(k1) oh+2
= K/x| —
[sup [T /a;J (k+2)!
< (k+1)) 2>~
[0,
Et donc
Rkl(x)‘ (k+1
0< : < sup 1/) +)
‘ xk [OK]| |(k’+2)

Q14. En appliquant Taylor avec reste intégral a ’(/J(l) pour n = p entre b =t et a = nx, on obtient

I ! ~ (t—na)f "= 8)" et
w00 - 50 (na) = - Loyt + [ LDy ) s
k! . p!
k=1 e
11 suffit ensuite d’intégrer par rapport a ¢t entre (n — 1)z et nz, puis de sommer pour n variant de
1 a |K/xz] et enfin d’inverser les deux sommes finies pour obtenir I'identité demandée.
Q15. En appliquant ce qui précéde pour p =2 et [ =0, il vient

LK/2]  na [K/z] LK /] (t — nz)?
Z / (¥(t) — ¥(nx))dt = Z / (t — nx)y' (nx) dt + Z / ~————¢"(nz)dt + Ry ()
n—i J(n-1z (n— 1)Jc (n—1)x

[K/wJ 2 [K/z] 3

> _%W(m:)-i— > %w//(”b’ﬂ) dt + Ry (@),

n=1 n=1



d’ott le résultat en divisant 2.
Q16. Immédiat en appliquant Q7 sur [0, K] & f = .
Q17. En appliquant Q14 pourp=1et!{=1,0n a

[K/z]  pe 22 LK/=x]
> / (¢'(t) = ¢’ (nx)) dt = — - Z W (nz) + Ry ().
n=1 Y=z
En combinant avec Q16, il vient
LK/ =] o |K/=] K
x Z Y (nx) = Z " (nz) — Ry o(x) — / ' (t) dt
n=1 n=1 z| K/
et enfin
LK/=] LK/:CJ 1 K
> W (na) = Z Y (nx) — le o(z) — / Y'(t)dt|.
n=1 n=1 [K/z]
Q18. En passant a la limite dans Q17 lorsque x tend vers 0 et en utilisant Q10, Q12 et Q13, on obtient

LK/z]
.qlclﬂ% Z 1/1 na)

En passant ensuite & la limite dans Q15, on obtient

Q19. Tmmédiat en appliquant cette fois Q7 a f = 1 sur [0, K] et en divisant par z2.
Q20. En regroupant les résultats précédents, il vient

|K/a)

z::ncpnx / P(t) t—f—&- o(1).

Or, comme ¢ est nulle sur [K,4o0[, on a p(nz) =0 pour n > | K/x| et donc
LK/z]

Z np(nx) chp n)

n=1

Finalement

Zmpnm / P(t dt—*‘*‘()’

K
d’ou le résultat avec | A = / P(t)de
0

Partie B - Les sommes infinies au sens de Ramanujan

I - La formule d’Euler-Maclaurin

1
1
Q21. On aB] = By =1 et donc B; = X + c et la condition / B (z)dz = 0 donne ¢ = ~3 Ainsi
0

B1:X—§

De méme, B, = 2B; donc By = X? — X +cet ¢ = 1/6 ce qui donne

1
BngZ—X—i—E.




Q22. La définition des B, montre qu'ils sont uniques : la relation Bz’, = pB,_; fournit B, & une constante
additive prés et la condition intégrale détermine la constante.
11 suffit donc de montrer que les polynomes C), définis par C}, = (—1)?B,(1 — X)) vérifient :

1
C, =pCp_1 et / Cp(z)dz = 0.
0

Or,
Cp = (~1P(-1)B,(1 = X) = (=1)P"'pBy_1(1 = X) = (=) 'p(=1)P"1Cpor = pCps
et

1 1 0
/OC’p(x)dx:(—l)p B,(1 — ) dx :gﬂ(—wﬂ/1 By (u) (—du) —

0 u=1i=
Ainsi, G, = By et donc | By(1 = X) = (=1)"B, |
Q23. On a pour tout p > 2,

0=p [ Bp_i(z)dz = / By (z)dz = By(1) — B,(0)
0 0

et donc \ B,(1) = B,(0) = b, \
A Taide de Q22, il vient ensuite

Vp > 3, bp = Bp(o) = (_l)po(O) = (_1)pbpa

ce qui implique que pour tout , b, = —b, et donc .

Q24. Par périodicité de Bp, la relation (Bp)’ = po,l est vraie sur R. On en déduit que

/ ) By(tydt = lim / ARG B,(t)dt
k

p! o= (k+1)~ p!

z  r(p)
= lim / / (t)
skt~ Ji (p+1)!

IR
B . ) /
© ] n'(Bp“) e
_ . fP(t) A FPh ()
L.P.P. x—>8£1)7 [(p—k 1)! BpH(t)L B 3:—>(k+1) / + 1 | By (1) dt

Bpy1 () fPH) (@) — Byyi (k) FPHD (K /kﬂf(pﬂ)(t)
ko (e 1)

B,y (t)dt.

= lim
z—(k+1)— (p+ 1)

Or, par 1-périodicité,

Bpar () PV (@) — Bpyr (B) fPHD (k) Byyr (1) fPFD (k + 1) — Bpyr (0) F#+D (k)
! B (p+1)!

lim
z—(k+1)~ (p+

)

ce qui donne finalement

R0 - Bk ) — B () [ )
/k By at - E /k Tt B

Q25. En appliquant la formule précédente pour p = 0, il vient

k41 k+1 ~
/k f)dt = (1/2)f(k+1) + (1/2)f(k) — /k f/(t)Ba(t)dt
c’est-a-dire

k+1 1 k+1
[ rwa =30t f@) - [ roRo
k k



En sommant pour k variant entre 1 et n — 1, il vient

/ff(t)dt = (anlH—l +an ) /n '(t)By(t) dt
<2Zf(k) —f(1) - f(n)> = T1m,
k=1

N|—= N

ce qui donne

- [ e L0
1

Q26. D’apres Q25, il s’agit de montrer que

p
b
VN =3 G (£E70 ) = FHD Q) +rapisn
=

Or, en sommant la relation obtenue en Q24 pour k variant de 1 an — 1, on a

= 22 S (100 1010) =

bp+1
(pp+ i (f(p)( ) — f(p)(l)) — Tpiim
Ecrivons cette relation pour p = 2/ — 1 puis pour p = 2{. En tenant compte du fait que les b, sont
nuls pour p impair, il vient
b _
Tol-1n = @ 2l) (f(gl Y(n)— f& 1)(1)> —Ton

et

T2l,n = —T24+1,n-
De 14,

(bzl) (f(2l 1)( )_f(2l—1)(1)).

En sommant finalement ces relations pour [ variant de 1 & p, on obtient le résultat voulu par
télescopage.

Ve N, ro_1n—Togin =

II - La constante de Ramanujan

Q27. Par périodicité de ng+1 et le fait que Bypt1 est continue donc bornée en restriction a [0, 1] (et
donc a [0,1[), on en déduit que

B
B o o)

Bapia

(2p+1)

Comme fP*1) egt intégrable sur RT pour p > ¢, on en déduit que P Vet aussi et

donc que ‘ C) est bien définie ‘ pour p > gq.

Pour p’ > p+1 > 1, en utilisant Q26, on a pour tout n € N* :

/

Z(Zjl) (f(zz 1)( ) — f(2l_1)(1))+r2p+1,nzz by <f(21 1)( ) — f(2l_1)(1)) F Fopiiin

(20)!
puis
pl
by _
Topiin = Z (;) (f(2l D(n) — f@ 1)(1))+T2p,+1’n'
l=p+1

En passant & la limite lorsque n tend vers +oo, il vient
/+°°B2p+1:_ i bay f(zl N )+/+°° Bap 41 FErtD)
1 (2p+1) . (20)! 1 (2p+1) ’

=p+1



ce qui signifie exactement que | C), = C, | et donc que C), ne dépend pas de I'entier p.
p p p

Q28. Pour f =1, on peut appliquer ce qui précéde avec p = 0. On a alors

R

1 1
1: :7—1— = ——|.
> 1=Co=3 0+0=—
E>1

Pour t — f(t) =t, on peut appliquer ce qui précéde avec p = 1. On a alors

ik_c_1 1 b 1
I T R R DN
E>1

Pour t — f(t) = t2, on peut aussi appliquer ce qui précéde avec p = 1. On a alors

R
1 1 by
P=Ci=5—7—-—2x2=0|
; T332
Q29. Comme ¢ =0, on a
R 1
. @) .
];f(k) =Cp = R f(t)dtJrnEIJlrlmTLH.

Or, d’aprés Q25, on a

rw_r _fw - " 1) _fm) _
Tf/o f(t) dt+r1 ., = Ti‘/o f) dtJr; f(k)—‘/1 f() dt—Tf? — (

Bl
M-
1§
~
—
=
|
0\3
&H
Ve
=
o,
~
N———
|
=
iz

Comme lim f(n) =0, on en déduit que

n—-+4o00
R n n
> 7= (Z ORI dt) .

“+o0
Si de plus l'intégrale / f est convergente, on en déduit que la série Z f(k) est convergente et
0

que
R +oo +00
Sost=Y s~ [ 1|
E>1 k=1 0

Partie C - Développements tayloriens généralisés

I - Les formules de Taylor généralisées

Q30. Par récurrence, on a
t
Pn(t) = n/ Po_1+ e,
0

ce qui montre que P, est un polynéme défini & la constante ¢,, prés. Mais la condition ¢(P,) =0
et la condition (1) = 1 impliquent que ¢, = —ny (Qn—1) ot @, —1 est le polynéme défini par

t
Vi€ R, Quoi(t) = / P,
0

On a bien montré que ’ la suite (P,) est une suite de polynomes, uniquement définie |




Q31.

Q32.

Q33.

Q34.

Q35.

Soit C tel que pour tout P,
[p(P)] < C||Pllso-
A Taide de Q30, on a

t
Pua(®) = (1) [ Pa(s)ds = (n D(@u) = (1 DQu(t) = (n-+ (@),
0
Or pour tout ¢ € [0, 1], on a par positivité de l'intégrale

< [[Palloo

Qult)] = \ / P(s) ds

donc [|@nllec < [[Palloc et

lo(Qn)] < ClQnllse < ClIPnloo-
On en déduit que
[Pros1(t)] < (n+ 1) ([ Palloc + CllPalloo)

et par passage au sup en ¢ :

[1Ps1lloe < (0 + D)L+ O)[Bulloc |

Par récurrence, on déduit de Q32 que
Vn €N, [|[Prlloec < nl(14+ C)|Pollee = n!(1+C)".

On en déduit que

P
vz € [0,1], Vt € R, kk('x)tk < (1+O)F k.
1 1 P
On en déduit que | pour tout t € ] Tr01xC [ et pour tout = € [0, 1], la série Z kk(|x) t* est
absolument convergente, donc convergente, et donc finalement que | S(x,t) existe |.
1 1
Pourte |———, —— | fixé
our e] 1+C’1+C[ xé, on a
P(x) Py (x) -
Yk > 1,Vz € [0,1], | —22tF| = | k| < (14 O)F ek
> 1w e 1) B0 e| - [ < a0
donc
P/
sup k(‘x)tk < (1_~_C)k—1tk.
z€[0,1] k!

Il y a donc convergence normale de la série des dérivées, ce qui montre d’aprés le théoréme de C!
dérivation des séries de fonctions que z +— S(z,t) est de classe C* sur [0, 1], de dérivée égale &

03 = P (@)
5 (1) = ; htk = tS(x,t).

D’aprés ce qui précéde, on reconnait une EDL 1 & coefficients constants vis & vis de z. Il existe
donc une constante a(t) telle que

¥ € [0,1], S(z,1) = a(t)e” |

Gréace aux estimations précédentes, la suite de fonctions

(x — i Pkk(!x)tk>
k=0

n>0
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converge uniformément, c’est-a-dire dans E, vers  — S(z,t). Par continuité puis linéarité de ¢,
on en déduit que

) tk
= HETOO Z P

= 1.
On en déduit que

1

e |

Q36. L’existence et l'unicité des B, a déja été montrée (deux fois !) dans les questions précédentes.
Pour le reste, il s’agit d’appliquer les résultats précédents avec

1
<p:P|—>/ P
0

On peut alors choisir C' =1 et on a donc :

vz € [0,1], VE €] — 1/2,1/2[, a(t)e™ = io Bul®)

n!
n=0

avec

alt) = :et_ §it0 et a(0)= 1.

On donc bien

xt +oo
B,
Vxe[o,l],vtE]—1/2,1/2[7efe_l:Z n('x)tn
n=0 '

Q37. On raisonne par récurrence sur p.
Initialisation. Pour p = 0, la formule s’écrit

f@) - 1w = [ “pyde

et est donc vraie.
Hérédité. Soit p € N. Supposons la formule vraie au rang p et montrons la au rang p + 1.
On a par intégration par parties

/a; Mf(p“)(t) dt = /aj Mf(zﬂrl)(t) dt
Yy

Y p! p!
_ ! _Pzg+1( +y—1) p+1)
B /y ((p+ 1)! (t) dt ( )
_PP x+ p+1 P z+ p+2
— { +(;+1)?'J f(+) ] +1 +1?)J f(-l-)()d
_ Bai(®@) Ppia1(y (p+1) Pori(@+y—1) (pro)
(p+1)!f W) - (p+1)f (= )+/y (p+1)! Frr) dt

Le résultat en découle en partant de I’hérédité, c’est-a-dire de la formule au rang p.
Q38. Immeédiat en appliquant ¢ a l'identité précédente, vue comme identité entre fonctions de la vari-
able y.
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Q38. On a pour tout g, [g(0)]| < ||g]lec, ce qui montre la continuité de application linéaire g — ¢(0) sur
E.
On en déduit alors

flz) = Z / Py f(p+1)( t) dt.

k=0

Or, pour ¢ : g+ ¢(0), la suite (P,),>0 n’est rien d’autre que la suite (X™),>o si bien que l'on
retrouve la formule de Taylor avec reste intégral

= Z %Tf(k)(o) + /m (”T;;'t)l)f(ml)(t) dt
= k! 0 !

entre b=x et a =0.
Q40. En appliquant Q37 a la fonction z — f(x + j), on a

(y = fP+5) + o (y = /m Blety=t ;,y 1) g +J’)dt> :
\ .

x—i—] k'

En?l apphquant enx=0:

P 0 _
f(x+j)=;P2(!0)¢(ny(k)(y+j))+<p<yH/y I%(g;)!t)f(p“)(ﬂrj)dt)-
Or,
OPp(y_t) p . I Pply —u+3j) p y+ij(y_U+j) p
J A R L B e L A AL

ce qui conclut.

I1 - Formule d’Euler-Boole

1
Q41. C’est exactement le méme raisonnement qu’en Q36 avec ¢ : g — —(g(0) + ¢g(1)). La constante

C =1 convient & nouveau, seul change le calcul de a(t). On a

0 1 2
at) = = .
1 t
(€0 + et) er+1
2
On a donc
2e*t +OOE(:E)
V. 0,1], vVt e| —1/2,1/2 = D
Ie[a ]7 6] /7/[’€t+1 nz:% n!
Q42. Changeons x en 1 —x et t en —t. Il vient
Va € [0,1], ¥ 12,179, 2 -1
t — —_— = .
v e 0,1, Ve €] - 1/2,1/2[, “ Z )
Or,
e—(l—x)t e—t(ewt et

e t+1 e t(l+et) el +1
On en déduit que

Vo e 0,1, ¥t €] — 1/2,1/2[, f En(l=2) _jyugn _ f En(2)

n! n!
n=0 n=0

Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, il vient

Vn>0,Vz e |0,1], E (1 —x) = (—-1)"E,(x).
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Le polynome E,(1 — X) — (—1)"E,(X) s’annule sur [0,1], il a donc une infinité de racines donc
est le polynome nul :

¥ >0, Ba(1 - X) = (-1)"Ea(X) ],
Q43. A ce stade de ce sujet aussi pénible qu’inadapté, je me permets d’étre négligent.

1
"ITmmédiat" en appliquant Q40 et Q42 avec ¢ : g — 5(9(0) +g(1)).

Q44. "Immédiat" en multipliant par (—1)7 I'identité précédente et en sommant pour j variant de 1 & n.

Et bein alors, le concepteur aurait-il eu un coup de mou ? A ce point d’inadaptation, on aurait pu
rajouter 3 questions du type (27), (28) et (29) et déterminer une constante de Ramanujan pour les sommes

+oo
alternées Z(—l)kf(k) et peut-étre méme battre le record du nombre de questions non traitées par le
k=1

moindre candidat ??



