
Corrigé de l'epreuve math I (Mines-ponts 2006)Par M. TAIBI Professeur de MP* Ly
ée Moulay Youssef Rabat Maro
Partie I : Un ve
teur propre stri
tement positif
T ∈Mn,n(R) telle que T > 0 et (In + T )n−1 > 0 .1◦. Soit x ∈ B ( x > 0 et x 6= 0 ) Montrons que Γx = {θ ∈ R+ / θx 6 Tx} est un enesemble non videfermé et borné .

0 ∈ Γx 
ar Tx > 0 = 0.x, don
 Γx est non vide.Pour i ∈ {1, ..., n}, l'appli
ation ϕi : R → R, θ 7→ (Tx)i − θ.xi est 
ontinue sur R , don

Γx =

⋂

16i6n

ϕ−1
i {[0,+∞[} ∩ R+ est un fermé 
oimme intrese
tion de fermés .Pour tout θ ∈ Γx , et tout i = 1...n, on a : θ 6

(Tx)i
xi

pour xi 6= 0 , don
 Γx est borné .On pose θ(x) = max(Γx)2◦ Soit x ∈ B, montrons que θ(x) = min{ (Tx)i

xi

/ i = 1...n, xi 6= 0}.Pour tout θ ∈ Γx et pour tour i∈ {1, ..n} tel que xi 6= 0, on a : θ 6
(Tx)i
xi

. Don
 θ(x) 6 min{
(Tx)i
xi/ i = 1...n, xi 6= 0}D'autre part les réels (Tx)i

xi
ave
 xi 6= 0 sont dans Γx . D'où θ(x) = min{

(Tx)i
xi

/ i = 1...n, xi 6= 0}.3◦ Montrons que pour tous α > 0 et x ∈ B, on a : θ(αx) = θ(x)Comme T est linéaire, on a : { (T (αx))i
(αx)i

/ i = 1..n et xi 6= 0} = {
(T (x))i

(x)i
/ i = 1..n et xi 6= 0},don
 θ(αx) = θ(x)4◦ Montrons que P (B) ⊂ B+Soit x ∈ B , posons y = Px, P = (pij)ij et (y)i = yi.Comme x 6= 0 et x > 0, alors il existe j0 tel que xj0 > 0, Dond, pour tout i, on a : yi =

n∑

j=1

pijxj =

pij0xj0 +
n∑

j=1,j 6=j0

pijxj > 0 
ar P > 0 et x > 0. D'où le résultat demandé .5◦ Montrons que : ∀x ∈ B, θ(Px) > θ(x) et θ(Px) > 0Pour θ ∈ Γx , on a : θx 6 Tx, don
 θPx = P (θx) 6 P (Tx) 
ar P > 0 (P (Tx− θx
︸ ︷︷ ︸

>0

) > 0 )D'où θPx 6 T (Px) 
ar TP = PT ( P polyn�me en T ) et par suite Γx ⊂ ΓPxEn 
on
lusion :
θ(x) = maxΓx 6 max ΓPx = θ(Px).Reste à veri�er que θ(Px) > 0 .D'après la question 4◦ P (B) ⊂ B+, don
 TPx = P (Tx) > 0 et Px > 0 
ar Tx ∈ B et puis

θ(Px) = min{ (P (Tx))ii

(Px)ii
, i = 1..n} > 0 .6◦ Supposons que x ∈ B est un ve
teur porpre de T asso
ié à la valeur propre λ, montrons que

θ(Px) = θ(x) .
x étént positif, don
 Tx > 0 et pour tout i = 1..n, 0 6 (Tx)i 6 λxi .Pour i0 ∈ {1, ..., n} tel que xi0 6= 0, on a λ >

(Tx)i0
xi0

> 0.Comme P = (I+T )n−1, il en résulte que (1+λ)n−1 est une valeur paropre de P et Px = (1+λ)n−1x.D'où θ(Px) = θ((1 + λ)n−1x) = θ(x) 
ar (1 + λ)n−1 > 0 .En 
on
lusion : θ(Px) = θ(x)
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7◦ Soit x ∈ B tel que θ(Px) = θ(x). Montrons que x est un ve
teur propre asso
ié à la valeur propre
θ(x) .Posons y = Tx− θ(x)x, on a y > 0Si y 6= 0, 
omme P > 0, on a : 0 < Py = P (Tx− θ(x)x) = P (Tx) − θ(x)Px = T (Px) − θ(x)P (x)
ar P et T 
ommutent.Don
, pour tout i ∈ {1, ..., n}, (T (Px))i − θ(x)(Px)i > 0 et puisque θ(x) = θ(Px), on a : θ(x) <
min{

(T (Px))i
(Px)i

, i = 1..n} = θ(Px) 
e qui est absurde .Don
 : y = 0 et par suite Tx = θ(x)x .8◦ Soit C = B ∩
∑

= {x ∈ R
n / x > 0 et ‖x‖1 = 1}. Montrons que θ : P (C) → R, y 7→ θ(y) est
ontinue sur P (C).Pour i = 1..n, soit l'appli
ation ϕi : y 7→ (Ty)i

yi

est bien dé�nie et 
ontinue sur P (C) 
ar tout élément
y de P (C) est stri
tement positif . Don
 θ = min(ϕi)16i6n est 
ontinue sur P (C) .9◦ Comme C = B∩

∑
= {x ∈ Rn / x > 0 et ‖x‖1 = 1} est un 
ompa
t ( fermé +bornée en dimension�nie ) , et l'appli
ation P est 
oninue sur Rn 
ar linéaire sur un espa
e de dimension �nie, don


P (C) est 
ompa
t dans Rn .L'appli
ation θ étant 
ontinue sur le 
ompa
t P (C) à valeur dans R , il existe don
 x0 ∈ P (C) telque
θ(x0) = sup

x∈P (C)

θ(x).10◦ Pour x ∈ C ⊂ B, on a Px ∈ P (C) ⊂ B+ et par la question 5) : θ(x) 6 θ(Px) . Don
 :Pour tout x ∈ C = B ∩
∑
, θ(x) 6 θ(Px) 6 sup

y∈P (C)

θ(y).et par suite :
sup
x∈C

θ(x) 6 sup
y∈P (C)

θ(y)11◦ Lorsque x dé
rit B , alors y = 1
‖x‖

1

x dé
rit C, don
 sup
x∈B

θ(x) = sup
y∈C

θ(‖x‖1 y) = sup
y∈C

θ(y) 
ar
‖x‖1 > 0 (voir question 3◦ )12◦ D'après 
e qui prè
ède, on a :
sup
x∈B

θ(x) = sup
x∈C

θ(x) 6 sup
x∈P (C)

θ(x) = θ(x0)
noté
= θ0Comme l'appli
ation { C = B ∩

∑
→ P (C)

x 7→ Px

} est bije
tive, on a :
sup
x∈C

θ(x) = sup
x∈P (C)

θ(x)13◦ x0 ∈ P (C), don
 x0 > 0. On rappelle que C = B ∩
∑

= {x ∈ Rn / x > 0 et ‖x‖1 = 1} est 
ompa
t.On a aussi y = Tx0 − θ0x0 > 0 .Si y > 0, alors pour tout i = 1..n; (Tx0)i − θ0(x0)i > 0, don
 θ0 < { (Tx0)i

(x0)i

, i = 1..n} et apr suite :
θ0 < min{ (Tx0)i

(x0)i

, i = 1..n} = θ(x0) = θ0 
e qui absurde. D'où Tx0 = θ0x0 .Par θ(Px) > 0 pour tout x ∈ B ∩
∑

= C et que θ est 
ontinue sur le 
ompa
t P (C), on déduitque θ0 = sup
x∈P (C)

θ(x) > 0 .Partie II : Une méthode d'approximation
T est une matri
e sto
hastique positive telle que P = (In + T )n−1 > 0, x = (x1, ..., xn) ∈ Cn et

x+ = (|x1| , ..., |xn|)Pour k ∈ N∗, Rk =
1

k

k−1∑

j=0

T j14◦ Soit θ ∈ C et x ∈ Cn un ve
teur propre de T asso
ié à θ, on a x 6= 0 et Tx = θxPour i = 1...n; (Tx)i = θxi, don
 |θ| |xi| = |(Tx)i| .
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Si T = (tij), alors (Tx)i =
n∑

j=1

tijxj et apr suite : |(Tx)i| 6
n∑

j=1

tij |xj | ; tij > 0

= (Tx+)i

,.D'où
|θ| |xi| 6 (Tx+)i et par suite :

|θ|x+
6 Tx+15◦ Comme x 6= 0, on a x+ > 0 et x+ 6= 0 et |θ| x+ 6 Tx+ (question 14 ). Don
 |θ| 6 θ(x+) 6 θ0.16◦ On a |θ| ‖x‖1 = |θ|

n∑

i=1

|xi| =
n∑

i=1

|θ| |xi| . Or Tx = θx, don
 :
|θ| ‖x+‖1 = |θ| ‖x‖1 = ‖θx‖1 = ‖Tx‖i =

n∑

i=1

|(Tx)i|

6
n∑

i=1

n∑

j=1

tij |xj |

=
n∑

j=1

(
n∑

i=1

tij

︸ ︷︷ ︸

=1

) |xj |

=
n∑

j=1

|xj | = ‖x+‖1En 
on
lusion :
|θ|
∥
∥x+

∥
∥

1
6
∥
∥x+

∥
∥

1Comme x 6= 0, on a ‖x+‖1 > 0 et puis |θ| 6 1 .17◦ Comme T est sto
hastique (∀j, n∑

i=1

tij = 1 ), alors θ = 1 est une valeur propre de T asso
iée auve
teur propre x = (1, 1, ...., 1) ∈ Rn, don
 θ = 1 6 θ0 ( question 15). or θ0 est valeur propre de T(question 13) et puis apr la question 16, on a :
θ0 = 118◦ Montrons que pour tout k > 1, T k et Rk sont sto
hastiques.Première méthode : On ulilise les résultats suivants(1) Une matri
e A ∈ Mn,n(R) et sto
hastique si et seulement si u = (1, ...., 1) est ve
teur propreasso
ié à la veleur propre 1.(2) Si Q ∈ R[X ] et A ∈ Mn,n(R) admet une valeur propre λ asso
ié à un ve
teur propre x, alors

Q(λ) est une veleur propre de Q(A) asso
ié au ve
teur propre x.Et on remarque que T k et Rk sont des polyn�mes en la matri
e sto
hastique T .Dexième méthode : Utiliser une ré
urren
e
T 0 = In et T 1 sont sto
hastiquesSi, pour k > 1 la matri
e T k est sto
hastique, alors
n∑

i=1

(T k+1)ij =
n∑

i=1

n∑

l=1

(T )il(T
k)lj =

n∑

l=1

n∑

i=1

(T )il(T
k)lj

=
n∑

l=1

n∑

i=1

(T )il

︸ ︷︷ ︸

=1

(T k)lj

=
n∑

l=1

(T k)lj = 1 (par hypothèse de ré
urren
e )Don
 T k+1 est aussi sto
hastique.
Rk =

1

k

k−1∑

j=0

T j , don
 n∑

i=1

(Rk)ij =
n∑

i=1

1
k

k−1∑

j=0

(T j)ij =
k−1∑

j=0

1

k

n∑

i=0

(T j)ij

︸ ︷︷ ︸

=1

=
k−1∑

j=0

1

k
= 1 .19◦ Montrons les inégalités : ∀k ∈ N

∗ , ∥∥T k∥∥
1

6 1 et ‖Rk‖1 6 1Soit x ∈ Rn tel que x 6= 0, et k > 1, on a :
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∥
∥T kx

∥
∥

1
=

n∑

i=1

∣
∣(T kx)i

∣
∣

=
n∑

i=1

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

j=1

(T k)ijxj

∣
∣
∣
∣
∣

6
n∑

i=1

n∑

j=1

(
∣
∣T k)ij

∣
∣ |xj | =

n∑

j=1

n∑

i=1

(T k)ij
︸ ︷︷ ︸

>0

|xj | Car T > 0

=
n∑

j=1

n∑

i=1

(T k)ij

︸ ︷︷ ︸

=1

|xj | 
ar T est sto
hastique
=

n∑

j=1

|xj | = ‖x‖1On en déduit que ∥∥T k∥∥
1

= sup
x 6=0

‖Tkx)‖
1

‖x‖
1

6 1.De même ‖Rk‖1 6 1 
ar Rk est aussi sto
hastique.20◦ Montrons que : ∀k ∈ N∗ ; ‖TRk −Rk‖ 6
2

kSoit k ∈ N∗, Si k = 1, alors R1 = In , don
 TR1 − R1 = T − In et par suite ‖TR1 −R1‖1 =
‖T − In‖1 6 ‖T ‖1 + ‖In‖1 = 1 + 1 = 2

1Si k > 1, on a :
TRk − Rk =

1

k

k−1∑

j=0

T j+1 − 1
k

k−1∑

j=0

T j =
1

k

(
k∑

j=1

T j −
k−1∑

j=0

T j

)

=
1

k
(T k − In), don
 ‖TRk −Rk‖1 =

∥
∥ 1
k
(T k − In)

∥
∥

1
6 1

k

(∥
∥T k

∥
∥

1
+ ‖In‖1

)
6

2

k21◦ Soit x ∈ C
n , montrons que la suite ve
torielle (Rkx)k a au moins une valeur d'adhéren
eComme Rk est sto
hastique pour tout k > 0, on a d'après la question 19) : ‖Rkx‖1 6 ‖Rk‖1 ‖x‖1 6

‖x‖1 . La suite (Rkx)k est bornée dans l'espa
e de dimension �nie Cn, don
 par le théorème deBolzano-Weiestrass, la suite (Rkx)k admet au moins une valeur d'adhéren
e dans Cn .22◦ Soit y une valeur d'adhéren
e de la suite (Rkx)k>1 et ϕ : N
∗ → N

∗, k 7→ ϕ(k) une extra
tion telleque lim
k∞

Rϕ(k)x = y. Or ∥∥TRϕ(k)x−Rϕ(k)x
∥
∥

1
6
∥
∥TRϕ(k) −Rϕ(k)

∥
∥

1
‖x1‖1 6 2

ϕ(k) ‖x1‖1 →
k∞

0, don

lim
k∞

(
TRϕ(k)x−Rϕ(k)x

)
= 0 ( toutes les normes sur Cn sont équivalentes ) et 
omme T est 
ontinuesur Cn ( appli
ation liéaire sur un espa
e de dimension �nie ) et que lim

k
Rϕ(k)x = y, il en résulteque lim

k
TRϕ(k)x = Ty et puis Ty = y .Pour tout j ∈ N, T jy = y ( y point �xe de T ), don
 Rky =

1

k

k−1∑

j=0

T jy =
1

k

k−1∑

j=0

y = y.23◦ Soient y et z deux valeurs d'adhéren
e de la suite (Rkx)k et m, l deux entiers naturels, on a :
Rl(Rmx − z) − Rm(Rlx − y) = −Rlz + Rmy = y − z ( resulte de la question 20) et du fait que
Rl et Rm 
ommutent 
ar des polyn�mes en T ) .24◦ Montrons que la suite (Rkx)k admet une seule valeur d'adhéren
e.Si y et z sont des vaelurs d'adhéren
e de la suite (Rkx)k , alors d'après la question 23)
‖y − z‖1 = ‖Rl(Rmx− z) −Rm(Rlx− y)‖1

6 ‖Rl(Rmx− z)‖1 + ‖Rm(Rlx− y)‖1

6 ‖Rl‖1 ‖Rmx− z‖1 + ‖Rm‖1 ‖Rlx− y‖1

6 ‖Rmx− z‖1 + ‖Rlx− y‖1 
ar ‖Rk‖1 6 1On prend alors l = ϕ(k) etm = ψ(k) où ϕ et ψ sont deux extra
tions telles que lim
k∞

∥
∥Rψ(k)x− z

∥
∥

1
=

0 et lim
k∞

∥
∥Rϕ(k)x− y

∥
∥

1
= 0, pour déduire que lim

k∞
‖y − z‖1 = 0 et puis y = z .25◦ Soit x ∈ Cn, la suite (Rkx)k est bornée et admet une unique valeur d'adhéren
e dans Cn, don

onverge dans Cn. Sa limite dépond à priori de x, notons la Rx : Rx = lim

k∞
Rkx.Par linérité de Rk et de la limite, on déduit que R est linéaire ( R est don
 une mati
e, d'aprèsd'identi�
ation faite au début du problème ) .
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Si l'on prend x = Ej où (Ej)16j6n est la base 
anonique de Cn, on a : lim
k
RkE = REj , don
 lessuites 
omposantes de (Rk)k 
onvergent vers les 
omposantes de R et par suite (Rk)k 
onverge vers

R ..26◦ Montrons que T et R 
ommutent .
T et Rk 
ommutent 
ar Rk est un polyn�me en T. Comme TRk = Rk pour tout k > 1 et que lesappli
ations Mn,n(C) → Mn,n(C)

M 7→MT
et Mn,n(C) →Mn,n(C)

M 7→ TM
sont 
ontinues (
ar linéaires surun espa
e de dimensions �nie ) , on a don
 : TR = lim

k
TRk = lim

k
RkT = RT .27◦ Montrons que RT = R et R2 = R .D'après al question 20) la suite (TRk −Rk)k 
onverge vers 0 et par la question 25) la suite (Rk)k
onverge vers R, don
 (TRk)k 
onverge vers R.Mais (TRk)k 
onverge aussi vers TR, don
 TR = R..Pour k ∈ N∗, RkR =

1

k

k−1∑

j=0

T jR =
1

k

k−1∑

j=0

RT j et puisque RT = R, on a aussi RT j = R pour tout
j > 0, don
 RkR =

1

k

k−1∑

j=0

R = R.On fait tendre alors k vers +∞ (l'appli
ation M 7→MR est 
ontinue ), il en resulte que R2 = R .28◦ Par TR = R, on a : (T−In)R = R(T−In) = 0 ( T et R 
ommutent ). Don
 : { Im(T − In) ⊂ ker(R)
Im(R) ⊂ ker(T − In)De plus R2 = R, don
 R est un proje
teur tel que Im(R) ⊂ ker(T − In) .29◦ On suppose que ker(T − In) = 1, alors par la question 28) , rg(R) 6 1 .Notons u = (1, ..., 1), on a : Rku = u pour tout k > 1 
ar Rk est sto
hastique. Don
 Ru = lim

k∞
Rku =

u et par suite R 6= 0 ( R est même sto
hastique).D'où rg(R) > 1 .On 
on
lut que Im(R) = ker(T − In) et ker(R) = Im(T − In) .On sait que x0 est un ve
teur propre de T asso
ié à la valeur propre 1 ( voir questions 13 et 17),don
 ker(T − In) = vect(x0) .Soit x ∈ B, on a Rx ∈ Im(R) = ker(T − In) = vect(x0), don
 il existe λ ∈ R tel que Rx = λx0(**).De (**) on déduit que λ > 0 
ar R > 0 et x0 > 0De plus |λ| ‖x0‖1 = ‖Rx‖1 =
n∑

i=1

(Rx)i 
ar R > 0 et x > 0

=
n∑

i=1

n∑

j=1

(R)ijxj

=
n∑

j=1

n∑

i=1

(R)ijxj

=
n∑

j=1

n∑

i=1

(R)ij

︸ ︷︷ ︸

=1

xj R est sto
hastique
=

n∑

j=1

xj = ‖x‖1Don
 λ = |λ| =
‖x‖

1

‖x0‖1

et par suite Rx =
‖x‖

1

‖x0‖1

x0Remaque : Si y ∈ B ∩
∑

= C, alors y ∈ B et ‖y‖1 = 1, et par suite
lim
k∞

Rky = Ry =
x0

‖x0‖1

.
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