Corrigé de I'epreuve math I (Mines-ponts 2006)

Par M. TAIBI Professeur de MP* Lycée Moulay Youssef Rabat Maroc

Partie I : Un vecteur propre strictement positif

T € My n(R) telle que T >0 et (I, +T)" "1 >0.
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Soit z € B (x> 0et x #0 ) Montrons que I';, = {# € R} / 6z < Tx} est un enesemble non vide
fermé et borné .

0eTl, car Tx > 0= 0.x, donc I'; est non vide.

Pour i € {1,...,n}, Papplication ¢; : R — R, 8 — (Tz); — 6.z; est continue sur R , donc
o= () ¢ {[0,+oo[} "R, est un fermé coimme intresection de fermeés .

1<ign
(Tz)

Pour tout 8 € T';, , et tout i =1..n,on a: 6 < : pour z; # 0 , donc I';, est borné .

On pose O(z) = max(T,)
Soit « € B, montrons que 0(x) = min{—(:;mf)”’ /i=1.n,x; #0}.

Tx); . (Tx);
Pour tout § € T',, et pour tour i€ {1,..n} tel que 2; # 0, on a: 6 < ﬂ Donc 0(x) < mm{( 2)
Z; T
/i=1.n,z; #0}
s . Z)i N . (Tm)l .
D’autre part les réels avec z; # 0 sont dans ', . D’ott 0(z) = min{-—=— /i = 1...n, x; # 0}

3 K3

Montrons que pour tous a > 0 et € B, on a : f(ax) = 0(x)

Comme T est linéaire, on a : {M /i=1lmetz #0}= {(T(x))7

(a); (@)
donc O(azx) = 0(x)

/i=1l.neta; #0},

Montrons que P(B) C BT

Soit x € B , posons y = Pz, P = (p;j)ij et (y): = yi.

n
Comme z # 0 et > 0, alors il existe jy tel que 2j, > 0, Dond, pour tout ¢, on a : y; = Y pijjz; =
j=1

DijoTjo + 0. Dijx; >0car P> 0et x> 0. Do le résultat demandé .
J=1,3#Jo
Montrons que : Va € B, 0(Pz) > 0(z) et (Pz) >0
Pour 6 €T, ,on a: 0z < Tx, donc Px = P(0x) < P(Tx) car P >0 (P(Tx —6z) > 0)
————
>0
D’ott 0Pz < T(Pzx) car TP = PT ( P polynome en T') et par suite I', C T'p,
En conclusion :
0(z) = maxI'y < maxI'p, = 0(Px).

Reste & verifier que 8(Px) > 0 .
D’apres la question 4° P(B) € B*, donc TPz = P(Tz) > 0 et Px > 0 car Tz € B et puis

6(Pz) = min{% ,i=1.n}>0.

Supposons que z € B est un vecteur porpre de T associé a la valeur propre A\, montrons que
O(Px) =0(x) .

x étént positif, donc Tz > 0 et pour tout i = 1..n, 0 <
(Tx)io >

Tig

Comme P = (I+7)"~!, il en résulte que (1+\)"~! est une valeur paropre de P et Pz = (1+\)"!x.
D’ou 0(Px) = 0((1+ A\)"'z) =0(z) car (1+AN)""1 >0.

En conclusion : §(Px) = 0(x)

0.

Pour ig € {1,....,n} tel que z;, #0,ona A >
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7° Soit z € B tel que (Px) = 6(z). Montrons que = est un vecteur propre associé a la valeur propre
0(x) .
Posons y =T — 0(x)x, onay >0
Siy#0,comme P>0,ona:0<Py=PTz—0(z)x)=P(Tz)—0(x)Pr =T(Px)—0(z)P(z)
car P et T' commutent.
Donc, pour tout i € {1,...,n}, (T'(Px)); — 6(x)(Pz); > 0 et puisque 6(x) = (Px), on a : 0(z) <
T(Px)): .
% , i =1..n} = 0(Pz) ce qui est absurde .Donc : y = 0 et par suite Tz = 0(x)z
z);
8° Soit C=BN) ={zxecR*/z>0et|z|, =1}. Montrons que 6 : P(C) — R, y — 0(y) est
continue sur P(C).

min{

Pour i = 1..n, soit 'application ¢; : y — (7;;’) est bien définie et continue sur P(C) car tout élément

y de P(C') est strictement positif . Donc § = min(g;)i1<ign est continue sur P(C) .

9° Comme C =BN) ={z€R"” /x> 0et |z||; =1} est un compact ( fermé +hornée en dimension
finie ) , et application P est coninue sur R™ car linéaire sur un espace de dimension finie, donc
P(C) est compact dans R™ .
L’application 6 étant continue sur le compact P(C) & valeur dans R , il existe donc z¢ € P(C) tel
que

O(xo) = sg%ac) 0(x)
xe

10° Pour z € C C B, on a Pz € P(C) C B™ et par la question 5) : 6(z) < §(Pz) . Donc :

Pour tout z € C =BNY , 6(x) < O(Pzx) < sup 6(y).et par suite :
yeP(0)

sup(z) < sup 6(y)
zeC yeP(C)

11° Lorsque x décrit B, alors y = - ” x décrit C, donc sup 6(z) = supd(||z||;y) = supf(y) car
reB yeC yel

|||, > 0 (voir question 3° )
12° D’aprés ce qui précéde, on a :
sup 0(z) = sup O(x) < sup O(x) = 6(xp) noté o
rEB zeC 2€P(C)
C=BnY — PO
x — Px

supf(z) = sup 6H(z)
zeC z€P(C)

Comme Iapplication { } est bijective, on a :

13° x¢ € P(C), donc zg > 0. On rappelle que C = BNY ={x € R" /x> 0 et ||z|, = 1} est compact

On a aussi y = Txg — Ggzg = 0 .
Si y > 0, alors pour tout ¢ = 1..n; (T'zo); — Oo(x0); > 0, donc by < {(z;m[;), i =1..n} et apr suite :
6o < min{ (E‘;TO‘;), i=1.n} = 6(xg) = b ce qui absurde. D’ott T'zg = Opxg .
Par (Px) > 0 pour tout z € BNY_ = C et que § est continue sur le compact P(C'), on déduit

que g = sup O(z)>0.
zeP(C)

Partie IT : Une méthode d’approximation

T est une matrice stochastique positive telle que P = (I, + T)""! > 0, = (21,...,7,) € C" et
xt = (|{E1| ey |£En|)

Pour kK € N*, Ry =

| =

k=1

> TV

§=0

14° Soit @ € C et € C™ un vecteur propre de T associé & §, on a x # 0 et Tz = Oz
Pour i = 1...n; (Tx); = Ox;, donc |0] |z;| = |(T'z);] .
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n

n Tz); i | ity =0 ,
Si T = (ti), alors (T'x); = Y ti;x; et apr suite : ()il g il ’ ,-D’ou
=t = (T2");

0] |z;| < (Tz™); et par suite :
0]zt < Ta™

15° Comme z # 0, on az™ > 0et 2t #0 et |§| 2T < Tat (question 14 ). Donc 0] < 0(z™) < fy.

16° On a |6] ||z, = 6] 3 || = 3 |6] |2:] . Or T = 6z, donc :
=1 =1

I
M=
~
&

O™y = 10lll=ll, = 10=ll, =Tzl

s
Il
-

n

> tij |l

J

"
(Z tij) ;]

i=1

I
[ .
A m:
k

{=

En conclusion :
01 |2l < =],

Comme z # 0, on a [|z7||; > 0 et puis |0] <1

17° Comme T est stochastique (V7, Z t;j = 1), alors # = 1 est une valeur propre de T associée au

vecteur propre x = (1,1,....,1) € R” donc 8 = 1 < g ( question 15). or y est valeur propre de T
(question 13) et puis apr la questlon 16, on a :

0 =1

18° Montrons que pour tout k > 1, T* et Ry sont stochastiques.
Premiére méthode : On ulilise les résultats suivants
(1) Une matrice A € M, ,,(R) et stochastique si et seulement si v = (1,....,1) est vecteur propre
associé a la veleur propre 1.
(2) Si Q € R[X] et A€ M,,(R) admet une valeur propre A associé & un vecteur propre z, alors
Q(A) est une veleur propre de Q(A) associé au vecteur propre z.
Et on remarque que T* et R;, sont des polynomes en la matrice stochastique 7" .
Dexiéme méthode : Utiliser une récurrence
T0 = I, et T sont stochastiques
Si, pour k£ > 1 la matrice T* est stochastique alors

:le(Tk+1>ij =Y S Ma(Ty; =3 Z( (T,

i=11=1 I=1i=
= ZE Z(T)u(Tk)lj
=1i=1
~——
=1
=3 (TH,; =1 (par hypothése de récurrence )
=1
Donc T*t1 est aussi stochastique.
1 k=1 n nlk—l k-1 1~ k=11
=5 LT done DRy = S F S (P = 51> (1 = 3 =
i= =1 j=0 3=0 7320 3=0

19° Montrons les inégalités : Vk € N* | TkH1 <1 et ||Rell; <1
Soit z € R™ tel que x #0,et k> 1,0on a :
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20°

21°

22°

23°

24°

25°

n
sl - 5l
1=
n n L
= Z Z(T )z‘jxj
i=1|j=1
<O (TRl lxl =X X (T%)ij lej]  Car T >0
i=1j=1 j=1li=1 =~~~
>0
n n
=> Z )ij lxj]  car T est stochastique
J=1 =1
. =1
=2 Izl = ll=l,
j=1
k
On en déduit que ||T%|| = su Hﬂrgﬂ)”l <1
N 1

De méme ||Ry|; <1 car Ry est aussi stochastique.

Montrons que : Vk € N*; ||T Ry — Ryl < A

Soit k € N*, Si k = 1, alors Ry = I, , donc TRy — Ry = T — I, et par suite |[TR; — Ri|; =
IT = Lall, < ITIl + 1l =1+1=7
Sik>1,ona:

1 k= — 1 k . k=1
TR -Ro= 1 S T3S T = o (Z -y TJ) = §(T* = L), donc TRy — Ry, =
=0 =0 j=1 J=0
2

El

I#(@* = Ll < & (1Tl + 12l < 5

Soit € C™ , montrons que la suite vectorielle (Rx); a au moins une valeur d’adhérence

Comme Ry, est stochastique pour tout k > 0, on a d’aprés la question 19) : | Rpz||; < || Rkl |z} <
lz||; - La suite (Ryx)r est bornée dans I’espace de dimension finie C”, donc par le théoréme de
Bolzano-Weiestrass, la suite (Riz); admet au moins une valeur d’adhérence dans C™ .

Soit y une valeur d’adhérence de la suite (Rrx)r>1 et ¢ : N* — N*, k +— ¢(k) une extraction telle
aue lim Ry = y. Or [|TRoga = Royll, < [TRewy = B |, lelly < 5 lanlly = 0, done

1kim (TRw(k)x — Rw(k)x) = 0 ( toutes les normes sur C™ sont équivalentes ) et comme T est continue
o0
sur C™ ( application liéaire sur un espace de dimension finie ) et que lilgn R,z =y, il en résulte

que lilgn TRyyr=Tyet puisTy=y .

Pour tout j € N, TPy =y ( y point fixe de T ), donc Ry =

?rIH

k=1 -
> Ty Z
=0 =
Soient y et z deux valeurs d’adhérence de la suite (Rix)x et m, | deux entiers naturels, on a :

Ri(Rmz —2) — Rpn(Rix —y) = —Riz + Ry = y — 2 ( resulte de la question 20) et du fait que
R; et R,, commutent car des polynémes en T ) .

Eol

Montrons que la suite (Ryx), admet une seule valeur d’adhérence.
Si y et z sont des vaelurs d’adhérence de la suite (Riz)y , alors d’aprés la question 23)
ly =zl = Bi(Bmz = 2) = B (Riz = y)ll,
< | Bi(Bimz = 2)[ly + | B (Biz — y)|y
< By (1B = 21y + (1Bl | Riz =yl
< Bz =2y + [[Riz =yl car || Ry, <1
On prend alors I = (k) et m = (k) ou ¢ et ¥ sont deux extractions telles que lklg ||Rw(k)x = zHl =

0et 1}61(1301 | Roryz — yH1 = 0, pour déduire que llig ly —z|[;, =0et puis y = z .

Soit z € C™, la suite (Rix)r est bornée et admet une unique valeur d’adhérence dans C", donc
converge dans C™. Sa limite dépond & priori de z, notons la Rz : Rz = lkim Ryx.
o0

Par linérité de Ry et de la limite, on déduit que R est linéaire ( R est donc une matice, d’aprés
d’identification faite au début du probléme ) .
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Si l'on prend x = E; ot (E;)1<j<n est la base canonique de C, on a : lilgn RyE = RE; , donc les

suites composantes de (Ry ), convergent vers les composantes de R et par suite (R ) converge vers

R .

26° Montrons que T' et R commutent .
T et R commutent car Ry est un polynome en T. Comme T Ry = Ry pour tout k > 1 et que les
applications M, ,(C) — M, ,(C) et M,,(C) — M,,(C) sont continues (car linéaires sur
M — MT M — TM
un espace de dimensions finie ) , on a donc : TR = 1i]1£n TRy = lilgn R T = RT .

27° Montrons que RT = Ret R2=R .
D’aprés al question 20) la suite (T Ry — Ry)r converge vers 0 et par la question 25) la suite (R )k

converge vers R, donc (T Ry )i converge vers R. Mais (T Ry) converge aussi vers TR, donc TR = R..
1 k=1 1 k=1 ‘ ,
Pour k € N*, R R = — Z T'R = % > RTV et puisque RT = R, on a aussi RT? = R pour tout
§=0

lkl

>0, donchR—EZR R.

On fait tendre alors k vers +oo (I'application M +— M R est continue ), il en resulte que R? = R .
o _ ) _ _ | Im(T —I,) C ker(R)
28° ParTR= R,ona: (T—1,)R= R(T—-I,) = 0 (T et R commutent ). Donc : { Im(R)  kex(T — I,)

De plus R? = R, donc R est un projecteur tel que Im(R) C ker(T — I,,) .

29° On suppose que ker(T' — I,,) = 1, alors par la question 28) , rg(R) <1 .
Notons v = (1,...,1), on a: Ryu = u pour tout k > 1 car Ry, est stochastique. Donc Ru = lkim Ryu =
o0

u et par suite R # 0 ( R est méme stochastique).

Dourg(R) > 1.

On conclut que Im(R) = ker(T' — I,) et ker(R) = Im(T — I,,) .

On sait que xq est un vecteur propre de T associé a la valeur propre 1 ( voir questions 13 et 17),
donc ker(T — I,) = vect(xg) .

Soit € B, on a Rz € Im(R) = ker(T — I,) = vect(zp), donc il existe A € R tel que Rz = Axg

De (**) on déduit que A > 0 car R > 0 et 9 >0
De plus [A| [|zol|, = [|Rz|, (Rx); car R>0etz >0
i=1
=2 2 (R)ijx,
i=1j=1

<.
Il
—_
-
—_

I
M=
E

sl

(R)ijz; R est stochastique

<
I
—
-
—_

-
I\

L{

|

Tj = ||x||1

<
I
—

i1l
llzoll,

Remaque : Siy € BN )Y  =C, alors y € B et ||y||; =1, et par suite

Donc A = |A| = Hm ‘”1 et par suite Rz = Zo

Lo

lim Ry = Ry = ———.
koo ||x0||1

mO6mmlicc.tex - page 5



