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2024 - CCINP - MP - MATHEMATIQUES 1
ENONCE

EXERCICE I

X est une variable aléatoire a valeurs dans N d’espérance finie.
Exprimer, pour k non nul, P(X = k) en fonction de P(X >k — 1) et de P(X > k).

n n—1
Démontrer que pour tout n € N, Z kEP(X =k) = Z P(X > k) —nP(X >n).
k=1 k=0

+oo
Démontrer le résultat de cours : F(X) = Z P(X > k).
k=0

Soit n € N*. Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. On effectue, de fagon équiprobable, p tirages
successifs avec remise et on note X le plus grand nombre obtenu.
Calculer, pour tout entier naturel k, P(X < k), puis donner la loi de X.
1 n—1 p
Calculer lim — Z (> , puis en utilisant la Q1., déterminer un équivalent pour n au voisinage de +oco
n—+oo N —o

de E(X).
EXERCICE II

On considére les équations différentielles :

(B): 2%y +day + 22y =1
(H): 2% +4oy’ +(2—2%)y =0

On note I =]0, +o0o[, S;(F) 'ensemble des solutions de 1’équation (E) sur I et S;(H) 'ensemble des solutions de
léquation (H) sur I.

Donner, en justifiant, la dimension de 1’espace vectoriel S;(H).

Démontrer qu’il existe une unique solution f de (F) sur I développable en série entiére sur R.

h —1
Vérifier que pour tout = € I, f(z) = %
x
1 sh(zx)
On note pour z € I, g(x) = = et h(z) = PR

On admet dans cette question que g € S;(E) et h € S;(H).
Donner, sans calculs, I’ensemble Sy(E).

Quelle est la dimension de 'espace vectoriel Sg(H) (solutions de (H) sur R)?
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PROBLEME

“+o0
1
Il existe de nombreuses méthodes pour déterminer la valeur de E —-
n
n=1
Ce probléme propose deux méthodes différentes de recherche de la valeur de cette somme.

Q8. Question préliminaire.

= 1 72 =1
Si on admet que Z W =3 que vaut la somme Z 3 ?
n=0 n=1
PARTIE I

z
Q9. On note, pour tout entier naturel n, W,, = / (sin(z))" dz.
0

Calculer la dérivée de la fonction @ ~ (sin(z))" ™!, puis déterminer une relation entre W, 1o et W,.

221 (pl)?

En déduire, pour tout entier naturel n, que W- = —
p q 2n+1 2n + 1)

Q10. Déterminer sur l'intervalle | —1, 1] le développement en série entiére des fonctions z — et & — Arcsin(x).

1
Nier
Q11. En déduire que pour tout x € [0 z{ x = f O
' aer 2l T et D)

n=0

(sinz)?" 1,

7 [4+oo 400 z
- 2 (2n)! o N2nl _ : (2n)! o204l
Q12. Justifier que /0 [Z m(smx) + ] dx = Z/o W(smx) 1 dz.

n=0 n=0
00 1
Q13. En déduire la valeur de Z —-
n
n=1
PARTIE 11
1
Q14. Donner sur lintervalle | — 1, 1[ le développement en série entiére de la fonction = — prmEE
72 —
1
|
puis calculer 'intégrale r;(x)l dx.
72 —

On donnera le résultat sous la forme de la somme d’une série numérique.

o Arctan (ot
Q15. On pose pour x € [0, +oo[, f(x) :/ %nt(;)
0

Démontrer que la fonction f est bien définie et est continue sur 'intervalle [0, +oo.

dt.

Q16. Etablir que cette fonction f est de classe C! sur I'intervalle ]0, 1] et exprimer f/(x) comme une intégrale.
2
Tt

17. Réduire au méme dénominateur I'expression — ,
Q P 1+t2 1+t222

et en déduire que pour tout z €]0, 1],

In(z)
o) —
f (x) - 1‘2 -1 .
+oo 1
Q18. Calculer f(1), puis en déduire la valeur de Z o
n=1
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2024 - CCINP - MP - MATHEMATIQUES 1
UN CORRIGE

EXERCICE 1

Q1. e Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N d’espérance finie. Soit k € N*.
Ona[X >k —1]=[X =k|U[X > k] avec union disjointe.
Donc P(X >k—1)=P(X =k)+ P(X > k) et

[VkeN*, P(X=k)=P(X>k-1)—P(X >k).|

e Soit n € N. . N
S kP(X =k) = Zk(P(X >k—1)— P(X > k))
- - ]ERP(X>I€—1) Zn:kP(X>k:)
k=1 k=1
= f(kﬂrl) P(X >k)— zn:kP(X > k)
k=0 k=1
= (X>O)—nPX>n)+n_1 kE+1)—k)P(X > k)
k=1
= nilP(X > k) —nP(X >n).
k=0
D'ou |¥neN, Zn:kp(x —k) = nip(x > k) —nP(X > n).
k=1 k=0

e Méthode 1 pour le résultat de cours. Remarquons que

400 “+o00 +oo
0<nP(X>n)=n Y PX=k<(m+1) Y PX=k< > kPX=Ek),
k=n+1 k=n-+1 k=n+1
et le terme de droite est une série convergente car X admet une espérance.
+oo
De plus, lim Z kEP(X = k) = 0 car le reste de la série définissant espérance tend vers 0.
n——+oo 1
Par le théoréme des gendarmes, on a ll)Ij'(_l nP(X > n) =0.|On a montré que
n o0
n n—1
VneN, Y kP(X=k)=)» P(X>k)—nP(X >n).
k=1 k=0
+o00
Par passage a la limite quand n — 400, la série Z P(X > k) converge et | E(X) = Z P(X > k).
k>0 k=0
e Méthode 2 pour le résultat de cours. On pose
o [ P(X=Fk) sik>n
V(n,k;)E(N ) ) an,k:—{ 0 sik < n.
Par le théoréeme de Fubini positif, pour une famille de réels positifs :
+o0o +o0 —+o0 +oo +oo
> o = (S a3 (Sreren) = Se(l-n) - Xras
(n,k)e(N*)2 n=1k=1 n=1 n=1 k=n n=1
~+00 +00 +00 k 400
= D) ank| = (Z P(X ) = ) kP(X =k) = E(X).
k=1n=1 k=1 k=1

3
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+o0 +oo 00 too
Donc E(X) =Y P(X>n)=Y P(X>n-1)=)Y_ P(X >n). Finalement, | E(X) = > P(X >n).
n=1 n=1 n=0 n=0

Q2. e On effectue, dans I'urne contenant n boules numérotées de 1 a n, de fagon équiprobable, p tirages successifs
avec remise.
Pour ¢ € [1,p], on note Yy le résultat du p-iéme tirage, c’est-a-dire le numéro de la ¢-iéme boule tirée.
Puisque les tirages sont équiprobables, chaque Yy suit la loi uniforme U([1, n]).

1
En effet, Y;(Q2) = [1,n] et Vg € [1,n], on a P(Yy = ¢q) = -

On note X le plus grand nombre obtenu : X = max Y.

1<e<p
Puisque Y;(Q2) = [1,n], on a déja | X(2) = [1,n].

e Soit k € N.
Si k=0, alors P(X <0) =0.
Sik>n,alors P(X <k)=1.
Si k € [1,n — 1], puisque I'union suivante est disjointe :

k k
we € [1,p], P(Ye<k):P<|_|[Yz=q]> ZZP(YzZq)Zz%:%

q=1

Les tirages successifs sont indépendants, donc les variables aléatoires (Y7)1<e<p sont indépendantes et ’on a :

VA
=
I
—
S|
I
PR
S|
~
]

p p
P(X = k) P <<1I£[3<Xp1/€> = k) P <QD/Z = k]> indépendance des Yy H P(n

(=1 {=1

Cette formule est également valable pour k£ = 0. D’oul

ENP .
VkeN, |P(X<k) = n) si ke o,n—1].

1 si k> n.

e Soit k € [1,n]. On a [X < k] =[X = k| U [X < k — 1] avec union disjointe.
Donc P(X <k)=P(X=k)+ P(X <k—1)et:

P(X=k)=P(X<k)—P(X<k-1)= <k>p—<k_1)p.

n n

La loi de X vaut :

n n

X(Q)=[1,n] et Vkel[l,n], P(X:k):<k>p—<k_1>p.

Q3. e On pose Vz € [0,1], f(z) = zP. La fonction f est continue sur le segment [0, 1].
Par le théoréme sur les sommes de Riemann,

n—1 n—1 1
1 p 1 1 1 p+1 1
lim — E kY lim — E f k :/ f(z) dx:/ P dr = | = =—.
n——+oco N o n n—+oon P n 0 0 P+ 1 0 p+ 1

n—1
1 k" 1
Done | Tim L 37 () - L
n—+oo n n p+1
k=0
e Puisque X () = [1,n], X est une variable aléatoire finie donc X est d’espérance finie.

e Soit ke N.Sik>n,onaP(X >k)=0.
Sike[0,n—1],ona:

P(X>k)1P(X<k)1<fl>p.

4



Concours 2024 CCINP - MP - Mathématiques 1 Durée : 4 heures

D’aprés la question Q1. :

Donc

On en déduit que lorsque n — +oo, | E(X) Mo nt1 n.
n—-—+0oo p

EXERCICE I1

Q4. Pour z > 0, 'équation (H) est équivalente a :

4 2 — a2
(H): Vo>0, 2%y +42y/ +(2—-2H)y=0 & Vz>0, y”+;y’+ xfy:(),

. . . . 4 — 22 )
Les coefficients de cette équation différentielle x — — et x +— 5— sont continus sur I = R% .
x x
Donc (H) est une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 homogéne a coefficients continus
sur I. D’aprés le cours, la dimension de ’ensemble des solutions de I’équation (H) sur I vaut 2.

Donc ’ dim(S;(H)) = 2. ‘

“+o0
Q5. Soit f la somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0, que 'on note Vz € R, f(z) = Z anx".
n=0

Alors f est de classe C*° sur | — R, R[ et on a :

+o0 +oo
22" x) = 2? Z nn—1Daz"? = Z n(n — Dayz".
= =
Vz €] — R, R], dzf'(z) = 4z Z na,z""* = Z dnapz™.
+oo”=1 +oo :L-zoi +oo
2—-2¥)f(z) = Z 2a,2" — Z anz"t? = Z 2apz" — Z Up—ox™.
n=0 n=0 n=0 n=2
On obtient :
+oo
Ve €] - R, R, 2%f"(x)+4zxf'(z)+ (2—2%)f(z) = 2ap+ 6arx+ Z ((n(n - 1) +4n+2)a, — an_2>x”

n=2

“+o0o
= 2a9+6aix + Z ((n2 +3n+2)a, — an,g)m"
n=2

+oo
= 2ag+ 6aix + Z ((n +1)(n+2)a, — an_Q)x".

n=2

Par unicité du développement en série entiére, si f est solution de I’équation différentielle
(E) : 2% f"(z) + 4z f'(z) + (2 — 2®) f(z) = 1 sur I = R%, alors nécessairement :

[ =0 N

2(10 = 1. o =
al =
Yn>=2 nm+1)n+2a,— a2 =

I
sl
T
s
S
|

1
(n+2)(n+1) "%

o S

Yn>=>2, a, =
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Les coefficients pairs aq, s’expriment en fonction de ag, et les coeflicients impairs as,+1 en fonction de a;.

En particulier, les coefficients impairs sont nuls : Vn € N, ag, 11 = 0.
1

(2n+2)I"

Initialisation : cas n = 0. On a bien ag = 3 ce qui correspond & la formule proposée.

Montrons par récurrence sur n > 0 que as, =

Hérédité. Supposons le résultat vrai au rang n — 1 et montrons-le au rang n. Par hypothése de récurrence :

1 1 1 1 1 1

m+2)(2n+ 1) 2T Gntr2)2n+ ) -1 +2)! (2n+2)2n+1) (2n)!  2n+2)V

a2n:(

ce qui achéve la récurrence.

1
Finalement, on obtient |Vn € N, a9, = —— et a =0.
2n (2n + 2)' 2n+1
La régle de D’Alembert montre que la série entiére obtenue Z asnz?®™ est de rayon de convergence

n=0
En effet, posons Vn € N,Va € R*, u,(z) = az,2°" # 0. Alors

unJrl(f)

_ A2n+2 | |2 (2n + 2)

! 1
: 2 2

a0 - } E = 0.
agn (277, —+ 4)' | ‘ (277, + 3)(2n + 4) |$| n—-+oo

Par régle de D’Alembert pour les séries numériques, la série entiére converge pour tout € R donc R = +o0.

On a donc trouvé une solution développable en série entiére sur R, solution de (E) sur I, et la solution obtenue
est unique par unicité des coefficients (a,)nen obtenus.

—+o00
Il existe une unique solution f de (E) sur I développable en série entiére sur R qui vaut f: z +— Z agnz".
n=0
De plus,
too too 2n too  oni2 too o
x 1 x 1 x 1
I — n2n: _— _— 7:—}1 —]_.
veel, J@) TLZ::OGZ . ;::O 2n+2)! a2 ;::0 2n+2)! a2 ;::1 (2n)! 22 (ch(z) 1)
h(z) — 1
Ainsi |Vz € I =R}, f(x) = %
x
Q6. ¢ On a :
ch(z) — 1
fa) = 2
x
1
Ve el A=
x
’ ch(x)
(-9 = =
sh(z)
M) =

e D’apreés 'énoncé, f € S;(F) et g € S;(E) donc par linéarité de 'équation différentielle,

(f—9) € Si(H)):

(f — g) est solution sur I de ’équation différentielle homogene (H) associée a (E).

e D’apres I’énoncé, | h € S;(H).

e Montrons que (f — g, h) est une famille libre de S;(H).
Soit (A, i) € R? tels que

_ Ach(z) + psh(z)

) .

Ve el, 0=A(f-g)()+ ph(x) .

Pourz e I =R ,onax#0dou:

Ve eI, 0= Ach(z)+ psh(z)=
6

(A pe” + (A= pe™™).

N[ =
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En multipliant par e™ > 0 :
Veel, (A+p)+ (A —pe > =0.

En passant a la limite quand © — +00, on obtient : A 4+ u = 0. Alors
Veel, (A—pe *=0.

Donc A — = 0. Finalement A = p = 0 et la famille (f — g, h) est libre sur 1.

e Ainsi (f — g, h) est une famille libre et de cardinal 2 de S;(H), qui est de dimension 2 d’aprés la question Q4..
Donc ’ (f — g, h) est une base de S;(H) ‘ : Si(H) = Vect(f — g, h).

e Puisque I'on connait une solution particuliére f de (F) sur I, 'ensemble S;(FE) vaut

S1(B) = [+ Si(H) = [ + Vect(f —g.0) = {/ + A/ = g) + uh,  (\.p) € R*}.]

X —x
Plus simplement, puisque Vect(ch, sh) = Vect(e*,e™*), on a |S;(H) = Vect (:L‘ — 6—2,:1: & 5 ) et
x x

ch(z) =1 Xe® 4 pe™®
s T 2
x x

SI(E)—erS](H)—{zH , (A,H)GRQ}.

xT —T
Q7. On peut montrer de méme, par un calcul, que (:I: 5, T 2) forme également une famille libre et de
x x
cardinal 2 de ’ensemble des solutions de E sur R* . D’ou

SRX(H):Vect(meQ,xH x2> et SR*(H):Vect(a:»—)xQ,xH x2>'

Soit f € Sg(H).

Alors f est deux fois dérivable sur R, donc continue sur R et en particulier, f admet une limite finie en 0.

De phlS7 f R? S SR«*# (H) et f‘Rt € SR’L (H)
On en déduit qu'il existe (a, b, c,d) € R?* tels que
ae” + be™ "
Ve >0, f(r) = x2d
ce” +de™*
Ve <0, f(zr) = =

On effectue un développement limité a droite en 0 :

w+b—x 1 2 2
flz) = % = 112(a(l—i—x—l—z)—l—b(l—x—ka;)—f—o(a?))
(a+b) + (a— bz + “Fba? + o(z?) a+b a—-b a+b

_ _ 1).
2 m2+x+2+0(>

Donc f admet une limite finie & droite en 0 si et seulement si (a+b=a—b=0) < (a =0b=0).
Par un calcul analogue, f admet une limite finie & gauche en 0 si et seulement si (¢ = d = 0).
Donc f est nulle sur R% et sur R* , donc sur R par continuité en 0.

Ainsi la seule solution de (H) sur R est la fonction nulle.

Finalement, ’SR(H) = {z— 0} ‘ et ’la dimension de l'espace vectoriel Sg(H) est nulle. ‘
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PROBLEME

Q8. L — + ! ! t L L
. Lorsque n co,oma ————n~ ——et —— = —.
d ’ @Gn+1)2 a2 " (2n)2  An?
Or la série de Riemann Z — avec a = 2 > 1 converge.
n
n>1
1 1
Par la régle des équivalents pour les séries a termes positifs, les deux séries —— et
nz>:0 (2n +1)2 ; (2n)2
De plus,
400 400 “+ o0 400 400
1 1 1 1 1 1 1 1
ﬁ“’E:?ﬁ+ : _55_§:@m2+§:@n+n2_12255+§:@n+nf
n=1 n pair n impair n=1 n=0 n=1 n=0
Ainsi
+o00 +oo +0o +oo 2 2
3 1 1 1 4 1 4 T
— —_— = _—_— d7 U _— = = _—_— e —— = —
4;712 ;(2n+1)2 ot nz::an 3;(271—&-1)2 38 6
= 1 w2 = T
Si on admet que nz::l m =3 alors on en déduit que T; 2=

PARTIE 1

convergent.

Q9. ¢ Par composition de fonctions usuelles, la fonction z — (sin(z))" ™! est dérivable sur R, de dérivée :

dx

d ((sin(z))" ") = (n + 1) cos(x)(sin(z))".

e Soit n € N. Une intégration par parties, en intégrant = — cos(z)(sin(z))™ et en dérivant  — cos(z), donne :

Wit (Sin(x))"+2 dx

A(m@ﬂ@-éz
= W,— ({cos(x)

(sin(z))"

n+1

(sin(z))™(1 — cos?(x)) dx

x cos(x)(sin(z))" dx

(sin(z))"*!
n+1

cos(x

)

L

jus
2

sin(x)

dx)

1 H : n+2
— " ; (sin(x)) dx
= W,— ——Wy,49.
n n+ 1 n+2
2 1
Donc L—"_]-Wn_l’_Q = W,, ce qui donne la relation de récurrence : |Vn € N, W, 4o = 212 -
22n (n!)Z
e Montrons par récurrence sur n > 0 que Wo, 41 = ————.
(2n +1)!

Initialisation. Pour n =0, on a

Wy = /2 sin(x) dx
0

ce qui correspond & la formule donnée pour n = 0.

[N

0+1=1,

[— cos(x)}

(=)

Hérédité. Supposons le résultat vrai au rang n et montrons-le au rang n + 1.

22n(n!)2

Par hypothése de récurrence, Wa, 41 = m
n !
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D’aprés la formule obtenue précédemment :
2n + 2 2n +2 22 (n!)? (2n + 2)2 221 (n!)2
W2n+3 = W2n+1
2n+3 2n+3 (2n+1)! (2n+3)(2n+2) (2n+1)!
) ) 22n(n|)2 22n+2((n + 1) )2 22(n+1)((n+ 1)[)2
(2n + 3)! (2n + 3)! 2n+1)+1)!
ce qui achéve la récurrence.
22n | 2
On a montré que |Vn € N, Wy, 11 = (2n(—|T—L1))'
Q10. e D’aprés le cours, pour « € R\ N, la fonction z — (1 + x)* est développable en série entiére sur | — 1, 1], avec
un rayon de convergence R =1, et :
+00 1 n—1
veel—1,1, (1+z2)*= 1+Zanx" avec ap = — H(afk).
n=1 k=0
e On aici @ = —1/2. On en déduit le développement en série entiére sur | — 1,1[ de x + (1 —22)~1/2 :
Vo el - 1,1, (1—2%) 1/2—1+Zan —1+Zan ),
Pour n > 1, les coefficients a,, valent :
n—1 n—1 n—1
1 1 (= 2k+1 (=1 (=)™ (2n)!
= n!H(_2_k> B n! H 2 - 2npl H(2k+1) o2nqpl o
k=0 k=0 k=0 (2k)
k=1
(D 2! gyt
~ 2npl 2n ) B 22n (pl)2”
Cette expression donne 1 pour n = 0. Il vient :
—+oo
1 (2n)! 9
V. —1,1 —_— = — ",
X E] 3 [7 m 7;) 22n (n')2 X
e La fonction Arcsin est dérivable sur | — 1,1] et
Vr €] —1,1], Arcsin’(z) = ! f n
LDy / 22n
Par intégration terme a terme de la série entiére, et puisque Arcsin(0) = 0, on obtient
x x 1 2 2n+1
Ve €] —1,1[, Arcsin(z) = Arcsin(0) —|—/0 Arcsin’(t) dt = /0 m Z 227(1 n)' L
Donc Arcsin est développable en série entiére sur | — 1, 1] et
too 2n+1
. B (2n)! T
Vo €] —1,1[, Arcsin(z) = Z 0 () 2n 1)’
n=0
Q11. Soit = € {O, g [ fixé. Posons ¢t = sin(z). Alors t € [0,1[C] — 1, 1[. D’aprés la question Q10.,
— Avcsinei — Arcsin(s) — X o@2n) et X @) (sin(z))?t!
x = Arcsin(sin(z)) = Arcsin(t) = nZ:O 20 () an T 1) ngo 2 (2 (2n+1)
“+oo
T (2n)! o N2ntl
On a donc |Vz € {0, 3 {, x = RZ:O 2 ()2 2n £ 1) (sinz) .

9



Concours 2024 CCINP - MP - Mathématiques 1 Durée : 4 heures
Q12. On pose :

|
VYn € N, Yo € |:O, g |:7 fn (.’17) — 22n (n'()zn(>2n - 1) (sinx)2"+1.

On pose également [ = {0, g {

e (i) Soit n € N. La fonction sin est positive sur I donc f,, est une fonction positive sur I.
fn est continue (donc continue par morceaux) sur 1.
Chaque f,, est intégrable sur I, car f,, se prolonge en une fonction continue sur le segment I, en posant
T (2n)!
I (2) 220 (p)2 2n+1)°
Donc chaque f, est une fonction positive, continue par morceaux et intégrable sur 1.

e (ii) D’aprés la question Q11., la série de fonctions Z fn converge simplement sur [ vers la fonction S : z — =z,
n=0
avec S continue (donc continue par morceaux) sur I.

On applique le théoréme d’intégration terme a terme pour une série de fonctions a valeurs positives :

z +oo +oo z
dans [0, +o0], /0 lz fn(x)] dzx = Z/o fn(z) dz.
n=0

n=0

i

A a4 7R (2n)! e _+oo H (2n)! in )2+ g
utrement dit, ; ;2% ()2 (2n+1)(smx) x—nzo 3 ()2 (2n+1)(smx) x.

Q13. On reprend les mémes notations que dans la question Q12..
D’apres la question Q9. pour I'expression de Way, 41 :

™

2 _ z (2n)! o 2nt1
Vn € N, /0 fo(z) de = /0 P (2 (201 1) (sinz) dx
!

1 3
Or la série ——— converge, donc la série / fn(x) dx converge.
2 e iy 2 ),

n=0
+oo
En particulier, on a Z / fn(t) dt < 400 donc S : x +— x est intégrable sur I (ce qu’on savait déja).
n=0"1

D’aprés la question Q12. pour 'interversion série-intégrale, puis la question Q11. pour I'expression de la somme
de la série de fonctions :

- 1 = 3 5 [+ .
; @n+12 ; /0 fn(z) dz o A LZ% fn(x)] dr = i S(z) dx
3 21% )
Qi1 /0 v d = {g} . = %
5 ! m? ; . X1 w2
On a donc ;0 (e =3 D’apreés la question Q8., on en déduit que ; =g

10
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PARTIE 11

est développable en série entiére sur | — 1, 1] car il s’agit de la somme de la série entiére

1
Q14. La fonction = — T

géométrique, qui est de rayon de convergence R = 1. De plus :

Ve el —1,1]

_Zx

Pour x €]—1,1[, on a 2 €] —1, 1 donc la fonction = — est aussi développable en série entiére sur | —1, 1] :

1 1 400 ) +o00 , ) oo 2
x2_1:_1_x2=—§($) :—E o, Vxe]—l,l[, x2_1:_§ 2.
=0 n=0 n=0
ln(w) .
e Posons Vz €]0,1[, S(z) = . S est continue sur ]0, 1].
2
1
Quand x — 0, S(z <\/E>

iz} _ 1+ (1) (1)

—1 = CESEEY) il CESYEEY) ~ 5 donc S admet une limite finie &

Quand = — 1, S()—

gauche en 1.
1
Ainsi Vintégrale / S(x) dx converge.
0

e D’apres le développement en série entiére précédent, pour x €]0, 1] :

Posons [Vn >0, Vz €]0,1], fu(z)= —In(z)z>".

e 1) ¥Yn >0, f, est positive, continue par morceaux (car continue) et intégrable sur ]0, 1].

1
En effet, f, se prolonge en une fonction continue sur ]0, 1] et quand  — 0, on a f,(x) = o <>

Jz

2) La série de fonctions Z fn converge simplement vers S sur |0, 1[, avec S continue par morceaux sur ]0, 1.
n=0
3) Une intégration par parties, justifiée car le crochet admet des limites finies (nulles) en 0 et en 1, donne :

! 1 241 7L 1 g 20l 1 ont1 11 1
/ fn(x) do = —/ In(z)z?" de = |- In(z)— 7/ T de — z _ .
0 0 2n+1l]y Jo x2n+1 Mm+1(2n+1], (2n+1)?

1 1
Ona —— donc la série E / falz = E ————— converge.
An2’ 2
(2n +1)2 4 = (2n+1)

n=>0

On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme : S est intégrable sur I et

/Olln_lda:_/s dx—/liofn dx—Z/fn dx—z(%%l)

1 +oo
In(x) 1
D dr = —_—.
one /0 21" ;(2n+1)2

o Arctan(at)

Q15. On pose pour z € [0, 4+o0[, f(z) = /0 g dt.
Arctan(t
Posons de plus Vo € Ry, Vt e Ry, |g(x,t) = %ntgx)

11
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1

La fonction Arctan est dérivable sur R et Vo € R, Arctan’(z) = 1522 > 0.
x
™ T
Donc Arctan est strictement croissante sur R avec lim Arctan(z) = —— et lim Arctan(z) = +—.
T——00 2 z—+o00 2

En particulier, |Vz € R, |Arctan(z)| < g

(i) Vx € Ry, t+— g(z,t) est continue par morceaux (car continue) sur R..

(ii) Vt € Ry, z — g(x,t) est continue sur R+.

Arctan(t
(ili) Hypothése de domination : Vo € Ry, Vt € Ry,||g(x,t)] = ‘ r;: 112(2 ?) S o0 j_ ) = po(t) |
1
o est continue sur [0, +00[ et quand t — 400, @o(t) ~ gt—Q, donc ¢ est intégrable sur R...

Alinsi pp est une fonction positive, continue par morceaux (car continue) et intégrable sur R, , indépendante
de z.

Par le théoréme de continuité des intégrales & parameétre, | f est bien définie et continue sur R .

P 1 '
Q16. (i) Vt € Ry, x> g(x,t) est de classe C* sur Ry et a—i(m,t) BEPRTERTICE

(ii) Vx € Ry, t+— g(x,t) est continue par morceaux (car continue) et intégrable sur R, (I'intégrabilité provient
de la domination par ¢y dans la question Q15.).

(i) Vz e Ry, t+— a—g(:c, t) est continue par morceaux (car continue) sur R.
x
(iv) Hypothése de domination sur tout segment [a,b] de R . Soit 0 < a < b.

dg 1 t
- <
ox (2.1)

S 14121+ t2a2

YV € [a,b],Vt € Ry, = 1 (t).

1 est continue sur [0, +o00[ et quand t — 400, @1 () ~

2437
a-t
Ainsi o7 est une fonction positive, continue par morceaux (car continue) et intégrable sur R, indépendante
de z.

donc ¢, est intégrable sur R, .

Par le théoréme de dérivabilité des intégrales 4 paramétre, f est de classe C! sur R%,

“+oo
t
donc | f est de classe C* sur l'intervalle ]0, 1] ‘ et |Ve e Ry, f'(z)= /o a5 dt.

1+ t222)

Q17. Réduisons au méme dénominateur ’expression suivante :

t 2t (1487 () t(1 — x?) i P
T+12 1+222 (1 +2)(1+222) (1 +2)(1+1222)

¢
(1+t2)(1 + t2a2)’

Soit  €]0, 1[. Le calcul précédent donne la décomposition en éléments simples :

ag( " t 1 t %t
—I\ T = = - .
ox 1+2)(1+t222) 1—a2 \1+1t2 1+ 222

D’ou pour z €]0,1] :

1 teo s g 2t 1 1 1 oo
! = - dt = —— [=In(1+#*) — = In(1 + t%2?
(@) 1—3;2/0 <1+t2 1—|—t2x2> 1— a2 {2 n(l+1%) 2n( * x)o
11 1+62 \1+ 11 )
il 1 = — (-1
21—x2{n(1+t2x2)]0 21— )
_ In(x)
o217
In(x)

D'ou |Vz €)0,1], f'(z)=

12
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Q18. On remarque que Arctan(0) = 0 donc f(0) = 0. Ainsi

vz €)0,1], f(z) = /0 P dt = /0 ’ ;2“@1 .

Calculons f(1) de deux maniéres différentes.
D’une part, pour x = 1, on peut déterminer une primitive de la fonction sous I'intégrale :
+o° Arctan(t oo 1 Hal B O
f() = / Arctan(t) dt = / Arctan(t)Arctan’(t) dt = [Q(Arctan(t))z} =3 (g) = %
0 0

1+1t2 0

ST

Le crochet admet des limites finies car Arctan(0) = 0 et , HI_EI Arctan(t) =
— 100

D’autre part, puisque f est continue sur Ry donc en 1 (question Q15.), et en utilisant la question Q17. puis la

question Q14. :
[y _ ) Y1
)= /0 fw) do Qi7. /0 2 —1 da Q14. Z (@2n+1)2

n=0
= 1 2 = 2
On a donc nZ:% m =f(1) = R D’aprés la question Q8., on en déduit que 7; =g
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