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EPREUVE PRATIQUE DE MATHEMATIQUES

OPTIONS M, P'ET T.A.

{Durée 2 heures)

PREAMBULE

N.B = Les difféventes queations du problime sont, Jdans une large mesure, indépen-~
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1°) Par convention, pour tout réel A, 3/K désigne 1'unique réel B vérifiant
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B™ = A ; B/K est donc définl meme pour A négatif et dans ce dernier cas,
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VA = - tal. 11 en résulte que f3(x) = 3\!51n2 x . tgx est définl pour tout X
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appartenant 3 1'intervalle ]~ % , * ;{ et que f3(x) admet un développement limité a

n'importe quel ordre au voisinage de 0,
2°) A titre d'information, 1'origine du probléme est résumé ci-dessous.

Au dix-septi¢me siccle (et donc avant l'usage des séries), des mathémati-
ciens (HUYGHENS, SNELLIUS, GRUNBERGER) entreprirent de calculer des valeurs décimales
approchées de m par des méthodes trigonométriques é€lémentaires : il s'agissait d'amé-

liorer la double inégalité classique sin x < x < tg x valable pour 0 < x < % en

introduisant des fonctions

a - qui s'expriment simplement & 1'aide des fonctions trigonométriques
usuelles.

b - peu différentes de x pour x voisin de zéro.

Les fonctions f

et f& du texte sont celles de Snellius, f2 et f3 sont
celles de Huyghens.
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1°) Soient a et b deux réels positifs ou nuls. On pose :

3
222, g@ v = Valy

m(a, b) =
E 3 3 .
in calculant [m™(a, b) - g7(a, b)], trouver le signe de [m(a, b) - g(a, b)]
lorsque a ¥ b. Donner une condition nécessaire et suffisante trés simple pour que
m(a, b) = g(a, b). « /
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2°) Dans cette question et dans toute la suite du probléme, on désigne par x

s 1 U m
un réel appartenant 3 l'intervalle ]-- 5 s 5{ ; on pose :

_ 3 sin x . _ 1 win X _ o .

fl(x) = v oosw f2 (x) = 3-(8 sin 5 - sin x)
%’ 2 1

f3(x) = sin” x.tg x 3 fa(x) =3 (2 sin x + tg x).

Calculer les développements liwités, 3 l'ordre 5 inclus, de f](x), fz(x),

f3(x), f4(x) au voisinage de O.

En déduire 1'existence d'un réel strictement positif n tel que 1'on ait,

pour tout x appartenant a ]O, nl[, 1'inégalité :

f](x) < f2(x) < x < f3(x) < f4(x).
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3°) On suppose ici que O < x < . Quel est le signe de [fa(x) - f3(x)] ?
4°) On pose :

u(x) = 3(2 + cos x). {fz(x) - fl(x)]

Montrer qu'il existe des réels finis o, B, v, 6, que l'on calculera,
tels que :

u(x) = a sin 2x + B sin %5 + v sin x + § sin % .
Calculer u'(x) et vérifier que :

u'(x) = P (cos :-}25)

ot P est un polyndme de degré 4 en cos ; =y,

Expliciter P(y) et le décomposer en un produit de facteurs réels. En
déduire le signe de u'(x) et, pour O < x <'%-, celul de fz(x) - f](x).
5°) On pose :
v(x) = x - fz(x),
calculer v'(x) et montrer que :

v'(x) = Q (cos %)
oli Q est un polyndme. En déduire le signe de v'(x) et, pour 0 < x < %., celui de v(x).
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6°) On pose :

wi(x) = f3(x) - X

Calculer w'(x) ; montrer que son signe est celui d'une expression trigo-

nométrique simple ; en déduire, pour O < x < % , le signe de w(x).

7°) Dans cette question, la valeur de m est supposée inconnue. Les valeurs
des lignes trigonométriques en 7/4 et 7/6 sont seules connues,

. . . . L . ™
Calculer des expressions simples par radicaux carrés de cos 77 » SIn T3,

tg T% (on remarquera que T% = % - % et on appliquera les formules de soustraction

trigonométriques). On aura soin de rendre les dénominateurs rationnels.
. . . ks . - P
Calculer ensuite une expression de sin = par radicaux carrés superposés.

En déduire une expression de :

par radicaux carrés.

Calculer une valeur décimale approchée de X avec la nrécision permise
par les instruments dont dispose le candidat. Celui-ci indiquera le matériel utilisc,

Calculer ensuite une expression par radicaux de :

¢ = T
Y = 12 f3 (12)

Calculer une valeur décimale approchée de Y, avec la précision indiquée
plus haut.

Déduire des résultats précédents un encadrement de .

Quelles remarques vous suggére le résultat (étant rappelé que Huyghens
ne disposait pas des méthodes de calcul de 1'analyse moderne, fondées essentielle-
ment sur l'emploi des séries) ?

8°) On pose :
m

2
. I=f f.(x) dx
0 3

Montrer que I a un sens. La calculer. Vérifiier que :
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Pouvait-on prévoir aisément ce résultat ?
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