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/ OPTION I 
\ M )  
U' 

La partie I I I  peut &tre 

On conside're la matfice 

I c  O b 

t ra i tde  indépendanment des part ies  .T e t  I I  

d &l&nevlts dans l e  corps C des nonbres conplexes 

O 
[ a '  b O - c J  

où a, b, a ' ,  b '  et c sont des xorrbres conplexes donnbs, t e l s  que aa' f bb' # O 

I.1. Calculer H2 e t  det H .  Ettidier l e  rmg & H .  

I .2 .  hiontrer que l e s  valeurs proprss de H sont l es  racines carrdes du nombre conplem 
GrZr + bb' t C2. 

Abxtrer qu'a chacune d ' e l l e s  correspond un p l a n  de vecteurs propres : s i  
e s t  une vaZeur propre e t  s i  (21, 22, xcg, x4) e s t  un vecteur propre associd, on ex- 

primera chacem des c o q l e s  (zl, x 2 )  e t  (53, x4)  en fonction de l 'autre . 
X 

La matrice H es t -e l le  diagmalisable ? 

2èms PARTIE 

Soi t  E Z'espace vectori-el s x r  d dont l e s  éldnteqts sont tes applications 
i d f i n i m e n t  ddritvzbles d'un ouvert dome' Cie W4 dans 4: . 

On convient- qu'Btant &nn& l a  matrice carrde d'ordre 4 

T=[* h,k ) 7 s h s 4 ,  1 4 k 4 4  

d ble'nents dans l'ensemble dea endomo@ismes de E, l 'bcri ture m t r i c i e l l e  



= a  + i a  e t  a- = az - i a  , .a+ x Y Y 
71 i dtrsignant l e  r,oirbrz comptsxe de module 1 e t  d'argument - 2 '  

I I .  1. Etant &viné I n  rée 2 m , cn &tudie 1 'éqhation : 

dans 1aquelI.c t 'inconnue e s t  I 'BZément (Qk) ,< de E4.  

$k (z,y,z, t)  = Ck e q  [i ( E t  - ULC - uy - u z ) ]  

Plus prJcisbment, L?X recherche les  solutions & (1) de l a  fornit? : 

(BI 
où E ,  u, v ,  w sont des rée ls  Six&, t e l s  que 
C3, C4) e s t  wz vectevx non nul de 

u2  + v z  + w 2  # O , e t  où fC1, C2, 
G 4  q u ' i l  s 'ag i t  de trouver. 

a )  Montrer qtie ce t te  recherche se ramBne ci ce l t e  des vectcurs propres d ' u w  rrwtzn:ea 
du 5ype dtudic?' dans la  premibre partie. 

b )  En déduire que (1)  n ' a h e t  des solutions di. l a  forme (2) que s i  E,  m, u, v3  t; 

vér i f ien t  une re Zation que 1 'on écrircz. Cette conditiorr e'tant sippose'e revp Z i g ,  

eqr imer  C3 e t  Ct, en fonction de C I  e t  C2 . 
c) Dire cornient on obtiendrait ,  sans nouveau calcu2, l e s  solutions de (1)  de l a  

f o rnie 
( 3 )  

e t  errprirner C: e t  C( en fonction de C; e t  C; 

$k (x,y,z,t) = C i  e q  f-i ( E t  - ux - vy - w z ) ]  , 

II.2. Peut-on &tendre aux matrices la  règle de m l t i p l i c a t i o n  des matrices à e'1én:ent.s 

duns un corps colramctutif ? 

Caiculer " e 2  lorsque C es t  la  nicztrice qui in terv ien t  au premier medrs de 
l',cqrcation ( 1 )  du II.]. 

3 h e  P A E I E  

On se l imite  dorénavant d deux variables. E e s t  i c i  1 'espace vectorieZ sur E 

dont les  &Zéments sont les  applications indéfi.niment dérivables d'un ouvert donnb de B2 
dans C ; on strppose que cet  ouvert ne contient pas (o,o) ; e s t  une matrice carrEe 
d'ordre 2, d bléments dans l'ensemble des endomorphismes & E. 

Le point yénbriqzre de W2, consid&r& comme euclidien, e s t  noté (x,y). Au point 
( x , ~ )  071 as.wcie le système de coordonnbes polaires (r, O), choisi de fuçon que 
21 = f i -+-yï-  
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a 
Y' 

On db f in i t  ax, a+ e t  a - com. dans l a  part ie  Ir ; on d é f i n i t  en outre Zes 

dériuatiozs ar e t  a,. 
I I I .  1. Montrer que a+ e t  a - s ' eqr iment  au nioyen de ara de a e  e t  des fonctions 

e q  ( i 0 ) .  

r e t  

III.2. Soient a, m e t  E des réels  strictement p o s i t i f s  donnbs, t e l s  que E m ; on pose 
A = V ~ + E  0 conaid2re Z'kquation 

( 4 )  a- l  
, B = \/m-E. 

il 9 la+' J 
dans laque 2 le 1 'inconnue e s t  
t ions de l a  forme 

1 

( f , g ) € E 2 ,  e t  on se propose d'en rechercher des solu- 

où J' e s t  un ent ier  p o s i t i f  donné, e t  OÙ F e t  G sont des fonctions r&elZes .in- 
connues de la  variable rée l l e  r. 

b )  On cherche pZus pr4cisément des solutions de ( 4 )  de la  forme (5), avec : 

r F ( r )  = exp (- A B r )  (ao + al r + ...+ a rQ + ... + ap #) r 

G ( r )  = e q  (-- A&) (bo + bl r + ...+ bq A + ... + bp #) r 
4 

'Y ( 7 )  1 
relations dans lesque Zles p désigne un en t ier  naturel donn6. 

On impose en outre l e s  conditions : 
( i l  L'éldment (ao, bol de W 2  e s t  d i f férent  de (O, O), 

Montrer que, sous réserve que a s o i t  assez p e t i t ,  i l  ex i s t e  une e t  une seule 
valeur acceptable de f , e t  exprimer ce t te  valeur en fonction de 

c )  A y a n t  donnb à y l a  valeur obtenue en b ) ,  on substitue dans ( 6 )  à 

a e t  de j . 
F e t  G leurs 

expressions ( 7 ) .  On obtient a ins i  deux re Zations de rdcurrence faisant inteweriir 
bq, aq+p bq+P (q  >, O). Les e'crire. 



En dbduire q u ' i l  e m k t e  deux fonctio- : af f ines ,  K e t  K ' ,  t e l l e s  que 

a . K ' ( q )  = b K ( q ) ,  
q 4 

ce qui permet de pcser 
a = c . K ( q )  e t  b = C . K'(q)  
9 4  4 4  

Montrer qu'il ex is te  une fract ion rationnelle R , n'admettant aucm pôle 
po&tif  4 2 Z e  q u e  

c = c O R i q )  
q+1 4 

d )  En u t i l i san t  l a  condition a = b = O , concture de ce t t e  dtude que l e  p + l  p + l  
prob2Dme a des solutions, dans l a  mesure où les  donndes 

1 
- 2 

vdr i f ien t  l a  condition : 
a, m, E ,  j e t  p 

-- 
a2 (8) 

I .11.3.  On considare i c i  que m, j e t  p sont fiscd8 e t  que ( 8 )  &temnke m e  fonction E 
o. Ecrire un ddveloppement limite! de l a  uariable a2 qui ddcrit un voisinage de 

. de E jusqu.'au terme en a4 inclus  ; en posant, 
1 n = p + j + -  
2 '  

on calculera S e t  T en fonction de m, j e t  p de façon que 
a2 a' 
n n E = m + s -T + T + O (a") 

I 

F I N  
0 0 0 0 0  

0 0 0  
O 

OPTION w 


