ENONCE ET UN CORRIGE DE MINES PONTS 22 MATHS1
SADIK OMAR

FORMULE ASYMPTOTIQUE DE HARDY ET RAMANUJAN

Lobjectif de ce probleme est I'étude asymptotique du nombre de parti-
tions d'un entier naturel 7, c’est-a-dire du nombre de décompositions de n en
somme d’entiers naturels non nuls (sans tenir compte de I'ordre des termes).
Une définition rigoureuse de ce nombre, noté p,, est donnée en début de par-
tie B. Dans la partie A, on introduit une fonction P de variable complexe; dans
la fin de la partie B on démontre qu'’il s’agit de la somme, sur le disque unité

ouvert de C, de la série entiere Z pnz". Létude de P au voisinage de 1 per-
n=0
met alors, dans les parties suivantes, de progresser vers I’obtention d'un équi-

valent simple de la suite ( pn)neN (formule asymptotique de Hardy et Ramanu-
jan). Tout au long du probléme, le disque unité ouvert de C sera noté

D={zeC:|z| <1}.

Dans tout’énoncé, on utilisera la dénomination «variable aléatoire réelle» pour
signifier "variable aléatoire discrete réelle ". On admettra aussi les deux identi-
tés classiques suivantes :

1 2
n;lﬁ:—etf}‘e du=+v2m.
A. Fonctions L et P

. - < L.
1) Soit z € D. Montrer la convergence de la série Z —. Préciser la valeur de
n=1 1
sa somme lorsque z €] — 1, 1[. On notera

+00 N

z
L(z):= —.
112::1 n

2) Soit z € D. Montrer que la fonction ¢ € [0,1] — L(tz) est dérivable et don-
ner une expression simple de sa dérivée. En déduire que ¢ — (1 — tz)er"?
est constante sur [0, 1] et conclure que

1
exp(L(z)) = 11—z



3) Montrer que |L(z)| < —In(1—]z]) pour tout z dans D. En déduire la conver-

gence de la série Z L (z”) pour tout z dans D. Dans la suite, on notera,
n=1
pour z dans D,

+00o
P(z):=exp|)_ L(z")
n=1
On remarque, en vertu de la question précédente et des propriétés de
I'exponentielle, que
AR

VzeD,P 0 et P(z)= li
2eDP@ A0 e P = i [

B. Développement de P en série entiere

Pour (n,N) € N x N*, on note P, y 'ensemble des listes (ay, ..., an) € NV
N

telles que Z kay = n. Si cet ensemble est fini, on note p, v son cardinal.
k=1
4) Soit n € N. Montrer que P,, y est fini pour tout N € N*, que la suite (pn,N) N=>1
est croissante et qu’elle est constante a partir du rang max(n,1). Dans

toute la suite, on notera p,, la valeur finale de (pp, ) y- -

5) Montrer par récurrence que
N 1 +00
VNeN*,VzeD, [] =Y panz".
k=1 1-zk n=0

6) Soit z € D. On convient que p,o = 0 pour tout n € N. En examinant la
sommabilité de la famille ((p,,n+1— pnn) 2") (n.N)en2» démontrer que

+00
P(z) = Z pnz".
n=0

En déduire le rayon de convergence de la série entiere Z pnx".
n

7) Soit n € N. Montrer que pour tout réel ¢ > 0,

_ e T inop( -t+i6
Pn—g _ne P(e )d@
si bien que
() 7 Pl )
= - 1
Pn 271 f—ne P(e™?) a0 M)

Dans le reste du probleme, I'objectif est d’obtenir un équivalent du nombre
pn lorsque n tend vers +oo. Cet équivalent sera obtenu via un choix ap-
proprié de ¢ en fonction de n dans la formule (1).

2



C. Controlede P

8) Soit x€[0,1[ et 6 € R. En utilisant la fonction L, montrer que

‘ 1-x
1—xei

< exp(—(1—-cosO)x)

En déduire que pour tout x € [0,1 [ et tout réel 6,

1 1
<exp|———+Re -
p( 1-x (l—xele))

1
> 1[ et 8 € R. Montrer que

P (xe'?)
P(x)

9) Soit x €

1
1—x

1 )> x(1—cosB)
1-xel®)  (1-x)(1-x)?%+2x(1-cosh))

e

En déduire que

P (xeig
P(x)

P (xe') e ( 1—0086) U aue
— | <exp|-———= uqu
P(x) P 6(1-x)3 q

1
‘eXp(_3(1—x))

D. Intermeéde : quelques estimations de sommes

On fixe dans cette partie un réel a > 0 et un entier n = 1. Sous réserve d’exis-

tence, on pose
+00 [ e—kta

Snall):= Z

— n
= (1 —e kt)
On introduit aussi la fonction

xne—ax
:x€ER —» ——
Pra Tol-e )"

qui est évidemment de classe €.

10) Montrer que @,,q et ¢}, , sont intégrables sur ]0, +ool.

11) Montrer, pour tout réel ¢ > 0, I'existence de S, (), sa positivité stricte, et

I'identité

+oo p(k+1)t

+00
/(; (pn,a(x)dx = tn+lsn,a(t) - kZ: . (x— kt)(p/n,a(x)dx
=0

En déduire que

1 +00 xne—ax 1 N
Sn,a(l') = o] j(; m dx+ O(t_n) quand t—0
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12) Démontrer, sans utiliser ce qui précede, que
+00 -X 2
xe b4
f ax=—-
0 6

Dans le reste du probléme, nous admettrons le résultat suivant (il peut étre
démontré par une méthode similaire) :

E. Controle des fonctions caractéristiques

Etant donné une variable aléatoire réelle X sur un espace probabilisé (Q2, <, P),
ainsi qu’'un réel 0, les variables aléatoires réelles cos(6X) et sin(0X) sont d’es-
pérance finie puisque bornées : on introduit alors le nombre complexe

D5 (0) :=E(cos(0X)) + iE(sin(0 X))

13) Soit X une variable aléatoire réelle. Montrer que |®x(0)| < 1 pour tout réel
0.
Dans les questions 14> a 18>, on se donne une variable aléatoire réelle
X suivant une loi géométrique, de parametre p €]0, 1[ arbitraire. On pose
qg=1-p.

14) Montrer que pour tout (a, b) € R? et tout réel 0,

pei(u+b)6

q)ch+b(9) = W
15) Montrer que pour tout k € N, la variable aléatoire X k est d’espérance fi-
nie. Montrer que ®x est de classe C™ sur R et que <I>(§) 0) =i*E (X k) pour

tout k € N.

16) Montrer qu'’il existe une suite (Pj) ey de polyndmes a coefficients dans
C, indépendante de p, telle que

0 Pk(qem)

VO eR,VkeN,®P @) = pitel e

et Pp(0)=1
(1-qe'®

17) En déduire qu'’il existe une suite (Cy) ey de réels strictement positifs, in-
dépendante de p, telle que

VkeN, ’E(Xk) —#

< Gra
pk
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18) En déduire qu’il existe un réel K > 0 indépendant de p tel que

K
E((X-EX)*) = —f
p
Dans les questions 19> a 21>, on se donne une variable aléatoire réelle
centrée Y telle que Y* soit d’espérance finie.

19) Montrer successivement que Y? et | Y|* sont d’espérance finie, et que
20) Montrer, pour tout réel u, 'inégalité

uZ

3

; . |1
et —1—iu+—
2

S_

6

En déduire que pour tout réel 6,

dy(O) -1+

21) Conclure que pour tout réel 9,

w0

2

®y(0) —exp (—

1 FE Convergence vers une gaussienne

Ftant donné un réel £ > 0, on pose, suivant les notations de la partie C,

m;:= 81,1(1‘) etos:=+/ Szyl(t)
Etant donné des réels ¢ > 0 et 0, on pose
) P e—teiﬁ
h(t,0) = e‘”“rg—( )
P(e )
Etant donné des réels ¢ > 0 et u, on pose

2
((t,u):exp(il(mt—n)) et j(t,u):(“(t,u)h(t,l).

Ot 6t2 Oy

22) Soit n € N* ainsi que des complexes zi,..., 2y, Uy, ..., U, tous de module
inférieur ou égal a 1. Montrer que

n n
H Zj — H U
k=1 k=1

n
< ) lzr— ul
k=1
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23) Soit € Ret r € R}. On considére, pour tout k € N*, une variable aléatoire
Z}. suivant la loi ¢4 (1 — e_kt), et on pose Yy = k(Z; —E(Z;)). Démontrer
que

n
h(1,0)= lim [] @y ().
k=1

En déduire, a I'aide en particulier de la question 21>, I'inégalité

202
'h(t,@) —e 7 | = K340 S5.3/4(1) + KO*S41 ().

On rappelle que la constante K a été introduite a la question 18>, les
quantités S,  (#) dans la partie D.

24) Montrer que o, ~ quand ¢ tend vers 0*. En déduire, pour tout réel

7
\/§t3/2
u, que

u?/2

i(t,u) — e~
It u) o
25) Montrer qu'il existe un réel a > 0 tel que
V0 € [-m,7],1 - cosB = ab>.

ATaide de la question 9>, en déduire qu'il existe trois réels #, > 0, 5> 0 et
Y > 0 tels que, pour tout £ €]0, fp] et tout 0 € [-m, 7],

1h(1,0)] < e PO ou|h(t,0)] < e V@O

26) Conclure que

o ¢
f jt, w)du —O> V2.
t—0*

—Tt0¢

G. La conclusion

7I2

LN . _t t
Dans cette derniére partie, on admet que P (e ') ~ Py exp or quand ¢
T

tend vers 0%.

27) Enappliquant la formule (1) a ¢ = , démontrer que

b/
NG
colry]

pn ~—————= quand n — +oo

4v/3n

formule découverte par Hardy et Ramanujan en 1918.

FIN DU PROBLEME



A. Fonction L et P

1)

2)

3)

. 12"
Soit z € D, alors Yn € N*,
n

< |z|", or Z |z|"" est cv, par conséquent
n=1
Zn
Y —cw
n=1 n
+00 N

Vzel-1,1[; Z%:—ln(l—z); cad  L(z) = —In(1 - 2).
n=1

zeD. L(tz) =) —1t".Posons u,(t) = —t":
n=1 N1 n

-VneN*, u, est dérivable sur [0, 1].

-Pour t€[0,1] fixé, Y u,(2) cvear |zt <|z|<1et Q

-Vt e [0,1] u,(t) = 2"V ona vVt e (0,1, u,(0)] < |z|" et leln CV.
Donc Z uﬁq cv normalement donc uniformément sur [0, 1].

Donc t— L(tz) est dérivable sur [0, 1] et

Viel0,1]: (L(rz)' =) """ ' =

n=1

1-2zt

((tz)

Posons g(t) = (1-tz)e"" ™, g est dérivable [0,1] et pour ¢ € [0, 1].

g (1) =—ze"" + 1 - t2)(L(tz)) '@ =0

DoncVre[0,1]: g(t)=g0)=1=g1)=(1-2z2)e@
1
ALors exp(L(2)) = —.
1-z

Zl’l

Remarque: Le rayon de la série entiere ) —¢" de la variable ¢ est stric-
n=1 1

tement > 1, donc de classe C*sur [—1, 1], donc on peut éviter le raison-

nement précédent.

) |z|" ® |z|" .
Soitze D) cv et que |[L(z)| < ) = —In(1 — |z]). Soit n € N et
n ~= n

ze D, alors |L(z")|<-In(1-]z]"|,or =In(1-]z|") ~ |z|"=00r2X|z|"c
n—oo

v, par comparaison Y _—In(1 —|z|") cv, alors )_ L(z") cv.
n=1

B. Développement de P en série entiére

4)

N
neN,NeN*. Pn,N:{(ak,...,aN)el\lN/ Z kak:n}
k=1



5)

6)

™M=

Soit (ay,...,an) € Py, alors Vj € {1,...,n},0 < a; < ja; < kai < n.

l

Il
—

donc P, v < [[0, nv quiestfiniet p, y<(n+ Dy
Soit N = 1. Montrons P, y < P, N+1 :
Si(ai,,...,an) € Py,n, alors (ay, ..., an,0) € Py n+1 AlOTS pp N < Pr,N+1-

N
Tout d’ abord si (a; ...,an) € Py,ny et ay #0,alors N < Nay < Z kay <

N
n.etsiN=n,et(a...,an) € Ppyalors Y kax=n

k=1
Donc Vj = n+1,ja; < n, donc nécesairement d,.; = ... = ay = 0 alors

(ay,...,an) € Py p, alors Card P, y < Card Py, ,,
et Card P, , < Card P, y car la suite (p, n) N €st croissante.
Donc py,, = pn,n pourt tout n= N.
Onnote p, = lim p,n.
N—+o00

Pour N =1, la relation est évidement vraie.
Soit on suppose que la relation donnée est valable I'ordre N. Alors
N+1 1 ( N 1

+00

) _ N+l (anNZ )(anN+lz )qunN+1:

=0

[] []

i 1-25 o 1-2F
0 si n n’est pas un multiple de N +1 et 1 sinon.

N+1
1
Par produit de Cauchy, [] Z cp 2" ot
n=

k=1

Z Pi,NqjN = Z 1= Z 1=punN+

i+j=n (a1,an)EP; N (@1,..,an+1)EPn,N+1
i+j=n,jmultiple de N+1

1—zk

La récurrence s’applique et le résultat est vrai pour tout N € N*.

(0,0 o0 o0
SoitNeNetzeD, Y (pun+1—pPan)lzl” =) pan+ilzl"=) ponlzl”

n=0 n=0 n=0
N

by = - SsiN=1
On pose N jl:[11—|Z|]

by=0 SiN=0
Donc

N
b —by=1 =P

NZOHZ(PnNH pnnN)lzl" = Z N+1—bn = _1>II+1001_[11_| 7 (1z])

donc la famille est sommable, alors.

Z Z (Pn,N+1 - pn,N) z" = Z Z (Pn,N+1 —Pn,N)Z
N=0n=0

n=0N=0



Donc par télescopage

[e.0]
P(z) = lim P -P n
(2) n;)o Nl_I};o nN+1—Pno|Zz

Donc
(0,0
P(z) = Z pnz"
n=0

déja p, est un entier naturel, donc le rayon est plus petit que 1.

Si Z pn converge, alors a partir d'un certain rang p, = 0, ce qui est faux,
donc le rayon cherché est 1.

n . . n m . . ..
7) Posons C,, :f e infp (e_”’g) do = > e_’”epje_”e”ede
-7 —7 j=0
pbj-
-VjeN vj est €° sur [—m, m].
VieNVOe[-mal; |v;@)]=e''pjor) pile”") estcvcare ' €]0,1]
Z vj cv normalement donc uniformément sur [-7, 7], alors :

Posons v;(0) = e~ i10 g it plj0

00 . T nt T . .
=), e_”pjf e'U="0 40 = 27 p e alors p, = — e_’”GP(e_”’H) do.
j=0 -7 27 J-n
C. Controle de P
. 1 ,
8) Soitxe[0,1[ erOeR,Ona ’xe’g =|x| <1Donc —— = expL(xe’g) et
1—xei?

1
—— =exp L(x) donc
1-x

‘ 1-x
1 - xel?

= ’exp (L(xeie) —L(x))‘
= ‘exp (x(eie - lm exp ngzx” (ew” —~ 1)‘ .

= exp [Re (x (eie - 1))] exp Re gzx” (eine - 1)

or Re est continue, donc

= exp(x(cosd — 1)) exp ( Y x"(cos(nb) - 1)),

n=2

orVn=2: x"(cos(nf)-1)<0,donc <exp(—(1—-cosf)x)

X
_ xel®

D’autre part



y N . P (xele) . N ]- - xn
D’apres la question 3, = lim —.
P(x)  N—+oo,_;\1—x"eind

P(xe®)| | N( 1-x" )
p(x) N—»+oon:1 l_xnelnG
) N 1—x"
:Nli,n_,l_oonl:[l 1 — xneind
N
< lim [] (exp(-(1-cos(nB)x")
N—+o0 ;5
N
T _ _ n
_Nirem(exp( nzl(l cos(nf)x ))

N
=exp|— lim Z(l—cos(n@)x”))

N—+o00 ;7
+00 +

=exp|-— Z x"+ Z Cos(nH)x”)
n=1 n=1

1 1
=exp|— +Re -
o l—xe"’)

9) Un calcul facile donne

1 ( 1 ) 1 1 - xcos(0)
— —Re | =
1-x 1— xet? 1-x 1-2xcos(8)+ x?

x(1+x)(1 —cos(0))

T (1-2(A-02+2x(1 - cos(®))
x(1—cos(0))

= (1—x)((1—x)%+2x(1 - cos())

Carl+x=1,1-cos(@)=0et(1-x) ((1 —x)?+2x(1-cos(@) >0
Si x(1 - cos(@)) < (1 - x)?, alors :

x(1-cos(0)) x(1—-cos(@) (1—cos(d))
> > car x
(1-2 (A -x)?+2x(1-cos(®) 31-x)3 6(1—x)3
Par conséquent la premiére inégalité
Etsi x(1-cos(®)) = (1 - x)?, alors :
x(1—-cos(0)) - x(1-cos(0)) 1

v

1-x) ((1 —x)2+42x(1-=cos(@)  (1-x)Bx(1-cos(®)) - 3(1-x)

On conclut comme dans le cas précédent.
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D. Intermeéde : quelques stimations de sommes

10) ¢, q et @), , sont continues sur |0, +oo|
¢ n,q €st prolongeable en 0

1
Donc ¢, est intégrable sur] 0, +ool.
Soit x >0,
. ~ (nxn—le—ax _ axne—ocx) a- e—x)n —nxNe *eax 1- e—x)n—l
(pn,oc(x) - (1 _ e—x)Zn
_n—ax)(1- e — nxe ¥ e ¥ xn1
- (1 _ e—x)n+l
Onal-e*=x+o0(x) en0.donc (n—ax)(l-e*)—nx=(n-ax)(x+

0(x)) - nx = —ax*+ O(xz) alors ¢}, , est prolongeable en 0, or

1
P (X) =0 (;) donc ¢}, , est intégrable 0, +ool.

1 1
11) On a S, 4(f) = ﬁl;l(pn,a(kt), O Ppq(kt) = O(W)) quand k est assez

grand, alors 'existence de S, (f) et sa positivité stricte est évident.
Une intégration par parties donne

+oo p(k+1)t

+oo p(k+1)t +00
Zf (x— k), o()dx =) t@na((k+1)1)— ) ] Pn,a(x)dx
k=0 k=0JKt

k=07 kt
+00 tn+1kne—kta +00
= _— aX)dx
& a-ekn fo Vna

+o0
= tn+lsn,a(t) —j; Pna(x)dx

11 suffit pour ce qui reste de montrer que
+oo p(k+1)t
Zf (x—kt)¢}, ,(x)dx = O(1)
k=07 kt

quand ¢ est proche de 0
Ona

+oo p(k+1)t

< Z (x— kD)), o (x)dx
k=0vkt

+o0
< tfo |9y, (X)|dx

+oo p(k+1)t
Z[ (x— k)¢, o (x)dx
k=07 kt

11



Ce qui est demandé.

12) 0<x=>0<e *<1.ALors

Posons u(x) = xe UtDx

e V; €N, u; estcontinue et intégrable sur [0,+oo[ : car u;(x) =

X—+00
=
o|l—
x2

xe * xe *

X > O;Z Uj (x) cv de somme et x — est continue sur
10 [ l—e* l—e*

,+ool.

oo OO (j+l)xd e’} 1 +00 td e’} 1 7'[2
. xe X = te 'dt= =

Jgoo jgo(jﬂ)zfo Jgo(jﬂ)z 6
le thm L.T.T s’applique et

+00 -X 00 +00 2
xe iy b4
dx=)_ xe UtDX gy =
0 * —0J0 6
j=0

l1-e"

E. Controle de fonctions caractéristiques

13) Soit0 € R, ona |¢x(0)|” = E(cos(0 X)) + E(sin(0X))>
et d’aprés I'inégalité de Jensen : E(cos(0X))* < E(cos(0X)?) et
E(sin(0X))? < E(sin(6X)?), I'espérance est linéaire, donc :

|¢X(9)|2 <1
14) X — G(p), donc X(Q) =N*,VneN,P(X=n)=p-q" ! alors
¢aX+b(9) =E (eiG(aX+b))
_ eiGbE(eiaHX)
— eiGb i eia@npqn—l

n=1

. 1
_ ila+b0O)

15) keN: E (Xk) existe <= Z nkpc]”_1 converge, ce qui est vraie d’apres

n=1
D’Alembert.
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m .

dxO@) =p). e"g"1 px est C* sur R d’apres la formule précédente,
n=1

aveca=1lerb=0.

Posons f,(0) = e g1
OnaVneN*;f,est C°surR,VkeN VneN fP@)=(inke g™,
f,§") (9)’ =nkg" et Z nkg" ! est cv (D’Alembert).

n=1

et

&) .
alors ¢ x est C* est C*surR,VkeN; VO eR: </)§§) ©) = pi* Y nkeltngn!

n=1
En particulier $(0) = ¥ (im*q" "' p = i*E (Xk)
n=1
16) Par récurrence sur k. Si k = 0, I'égalité est vraie, on prend Py(X) =1
] P ei@
. Soit k € N supposons que (/)g’(c) 0 = pe’gilCM et Pr.(0) = 1,
(1 _ qeig)k+l
alors :
¢ 6) =
. . . . . k+1 - . .
1s1 Pel(ge™) 0k zc]e”9P,’C (ge®)(1-ge?)"" + (k+1)qie® (1- ge')* Py (ge'?)
pr i tPe ! 0N\ 2k+2
(1) (1- get?)
(1= qe’®) Pc(qe'®) + ge’® (1- q'%) Pl (qe'® + (k+ 1) ge™ P (ge™)
=Pl 0 k+2
(1-qe”)
= pik"'lM
(1 _ qei‘g)k+2
aveC P 1 (X) =1 -X)Pr(X)+ X(1 - X)P;C(X) + (k+ 1) X Py (X), on a bien
Pj41(0) =0.

La récurrence s’applique et le résultat est vraie pour tout k € N.

E.Convergence vers une gaussiénne

17) Soit k€ N.
p
E(Xk) =p £(9) c'estlaQl5et 16

pk+1
_ Pi(q)
=5
a1 1 . .
donc |E (X ) ——| = = |Pe(@) — Pt (0)| or 0 est une racine du polynome
p p

Pk — Pi(0), donc 3Qk € R[X]/
P = Pr(0) = XQx.

13



ALors

E(x*)-—

1
=i |Qx(g)|, on prend Cx = |Qx ()]

1-gC 1+gC
18) d'apresQ17:VkeN ﬁsE(Xk)sﬁet

p* p*

E(X-EX)NY =E(X"+EX)" -4X’E(X) +6X*E(X)* - 4XE(X))

Il
s

(X4+———X3 + 2 x2 —iX)
2 3
p p p

1
F(1+9qC4+1+6+6qC2+4qC3—4+4qC1 4)
q

N

4K ou k=C4+6C,+4C3+4C; >0.

<

x?+y? 1+Y*4

19) OnaVvx,yeR |xy|< .alors 0<Y?<

Puisque E (Y*) existe, donc successivement E (Y?) er E (Y>) aussi existent
de plus d’apres les inégalités de Cauchy-Schwarz : on obtient.

E(Y2 | (1- Y2 |<\/E(1 \/ E(Y*), alors E Y2 S(E(Y4))1/2

et E(|Y°]) = E(1v1¥?) < (E(v?) " (E(r)"” < (B(r")* (E(r")"” <

3
(BE(¥")".

20) Posons ¢(u) = ei“; @ est C™ sur R, d’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange;
Ona.

2

et 1 ju+ L " u?
2 2

= ‘(p(u) —p0)—¢@'(0)u—

|u|3 3
<—-sup|eV (1) AvecI=1[0,u] ou [u,0]
3! tel

lul3
6

<

OnaE(Y)=0ety(0) = E(e""y)

14



EYZ 92 292
alors <py(9)—1+¥ :'E( 0Y _1-igy + > )
262 3/2
sE(e"’Y 1-i0Y + 5 )
1
<<E(0P[Y?))
1613 3/4
\?(E(Y4))
21) Ona
E(Y?6? Y?)6? E(Y?06? E(Y?06?
(/’Y(H)—exp(—%) <|¢pyO@) -1+ o ‘exp(—L)—H-%
16 304 104E(Y?)?
=5 BT
|49|3 34 OYE(YY
Y -
S B
x2
Ici on a utilisé que si x =0 alors [e™* —1+ x| < =

G. La conclusion

22) Sin=1T1inégalité est vraie.
Sin=2,
|z122 — Uz = 2122 — Z1 U2 + Z1 Uz — U U]
<l|zi1llzo — uo| + |uzllz1 — uy |

<|zp—uz|l+1|z1 —uy| carces complexes sont de module inférieur ou égal a 1

Soit n € N et n = 2, supposons que ce résultat est vrai a I'ordre n, puisque

n
[T 2

k=1

n
<let Huk <1 alors:
k=1

n+l n+1

sz_Huk Zn+1HZk—Mn+1Huk

< l_[ Zp — l_[ Ur| +|zx+1 — g1 hypothese de récurrence

k=1 k=1

n+1
< Z |z — uxl hypothese de récurrence

La récurrence s’applique et le résultat est vrai pour tout n € N*.

15



23) Icip=1-e  etg=e* a=k:b=-kE(Z)

n n p i(a+bf
O=|| ——
I£11¢Yk() ]!:[ll_qezaﬁ
no(1- e—kt) eik[l_l_;—kr)e
:]}:[1 1 — -kl ikt
—ikge~kt
no(1-e k) e - F
:1}:[1 1 — okl gikd
Donc L L
(o] o0 _ Kkt [ele] zk@e‘ t
g‘PYk(e)_ kl:[11 kt zk@)eka; e
P e—telg
= I(D(e_[))exp( i9811(t))
— —i@mtp(e_tele)
P(e7t)
= h(t,0)
2 0o 0o kZ —kt 92
ht,0)—e 7 | = 6) — exp
’ kl:[1(;bYk kzl (1 e—kt)z 2
k2 -kt 92
o o E02)
or E(Y2) = K2E (Z — E(Zi))* = KV )_kze—2
(1—e k)
donc
00 E(Y?)6?
’h(t,e)—e‘“? <Y |¢y,(6)—exp _(Tk
k=1
[ee) |9|3 3 92
<% (e a0
4 4 ) 4 4 Ke ¥
or E(Y,)=k*E(Zr—E(Z)") <k (k)
Donc
3 o 3 -3kt 21 oo 4 —kt
‘h(t,e)—e_"tz g ke |0 e
3 = (1 k| 8 o1 (1—e k)

313 2
< K1[01°S; 3 (1) + K62 54,1 (1)

16
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24)

1 [*t® x%e ™

- ﬁ 0 (1- e_x)2
2

1
dx+0O (ﬁ) d’apres la question 11

71: ) by 2 . .
033 d’apres le résultat admis question 12
d’ot le résultat : =
O ~
t—0 \/§t%

On a en utilisant la question 11 et 12 que :

1 [t° xe™* 1 2 1
m;=— dx+O|-|=—=+0|-
)y l1—e>* t

Or
= u)h(t,i)

O¢

1 1
D’apres 23 avec 6 = i et le fait que S33/4(¢) = O(F) et Sy1(8) = O(E) on
o
a:

u2
‘h(t, i) —e z

Ot

D’autre part, on a

£(t,u) = exp (ﬂo(%)) =exp(O(VD) — 1

0y

On conclut que :

u2
Jjt,w e 2
1—cos(6)

L . 1
25) Lapplication f : [-7, 7] — R;0 — prolongée en 0 par — est

2
continue sur le compact [-7, 7] donc bornée et atteint sa borne inférieure
notée a. Donc 30y € [, 7] tel que a = f(Op)

Comme cette fonction est strictement positive sur ce segment, alors a =
f (90) > 0.

Pour t assez proche de 0, on a et

1
> 2 la question 9 s’applique et avec la

minoration précédente, on obtient :

af?

\h(t,0)| <exp|-———
p( 6(1-e1)°

) ou |h(t,0)|<exp (—ﬁ)

17



T <t alors
2

h(t,0)] < -

) ou |h(t,0)] exp( 31‘)

T 613

Onat>0doncl-e

|h(t,0)] < exp(
donc il existe ty > 0 tel que, pour tout ¢ € [0, £y]

~

Comme o
t—0* \/§t§

1 T 1
1-= _<o,<(1+= _
V3t2 2) \/3t2

2

Donc 3 >0 ety; >0 telle que
ou |h(t,0)| < e 7101

|h(t,0)| < e PO

Ytelo,1t],VO € [—m, ],
2/3 2/3
2215 (0 16D avecy = 7;}3 onalh(t,0)| <e )

Or e o)
26) Ona
o ¢ u
f jt,wdu= ((t u)h(t,—)du
—JT0 ¢ —7'[0't a't
u
= ((t u)h(t,_)ﬂ[—namnat]du

Ot

u u
'{(t, M)h( )ﬂue[ 01,0 ] h(t _)
Ot Ot
<e P oy 7"

Les fonctions majorantes sont intégrables sur [0, +oo[, d’out
Par application de la question 24 et ce qui précede, Les conditions du

théoréme de convergence dominée sont réalisées, alors

+o0 uz
"2 du=Vv2n

o ¢
lim j(t, u)du:f e
=0J_no, —o0

Car o, tend vers +ocoen 0"

G. La conclusion
27) Par application de la formule de la question 7, avec ¢ = T
Vvbn

18



Ona

~ entp(e—t) b4 e_ingp(e—t+i9)

= do
= |, Plet)
entP(e—Z) b4 . X
== | e m0eimbpr 0)dn
27 7
enl’P e—l‘ T
e Pl )7 ime-me h(t,0)do
27 -
e P [T i1t i
= # e M 6r2)9h(t,0)d9 car n=——
27 n 612
e'tpe™?) ("0, i u u
_e Pl e’ 525 h(t,—)dO changement de variable u =00
277,'0'; -0y Ot
_ entp(e—l) o h(t l) 40
2o -n0; ’ O¢

o
f h (t, i) d0 tend vers V27 quand ¢ tend vers 0", d’apreés la question

=70t a’t

précédente.
/R
) e pPe™h e Vo b1 6nmr
la formule admise donne ——— ~ ex =
27 n—+oo 27 Vbn x2m 6

n/n

eve 1 1 ( n )
— ex —7

2w /2 (6n)l/4 P V 6

Et que
b8
Oy ~
—0 /3 t%
En rassemblant tous cela on obtient le résultat.
Merci de signaler les remarques par sadikoulmeki@yahoo.fr
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