Corrigé math 2 CCP 2012 ( SAADAOUI CPGE IBN TAYMIA )

Exercice 1 :

1. D’aprés Fermat , on a 3'° = 1mod (11) , donc p divise 10 par suite p € {1,2,5,10}
D’autre part , on a 3> =9 = —2mod (11) donc 3° =3* x 3 =4 x 3 =1mod (11) , donc p =5 .

2. On a 5% = 3mod (11) et 32912 = 3% x 32010 = 32 mod (11) , donc 3"+2%12 — 9 x 52" = Omod (11)

Probléme

1. Pour tout A € Ret (M,N) € (M5(R)) ,on a,

oA (MM +N) =AM + N) — (AM + N)A = \(AM — MA) + AN — NA = Ap, (M) + o, (N),
donc ¢4 est linéaire . On a p, (Is) =0= ¢, (A) =0, donc I et A sont des éléments de Ker (@)

0 —b A
2. On a ©a (Ell) = < c 0 ) = —bE12 + CE21 s de méme ©a (EQQ) = bE12 — CE21

©®a (Elg) = —CE11 + CE22 + (CL - d) E12 yPA (Egl) = bE11 - bE22 + (d — CL) Egl

0 0 —c b

0 O —b
matg (pa) = | _p ‘
c —c 0 d—a

3. A n’est pas scalaire , donc (I, A) est une famille libre de Ker (¢ ,) par suite 0 est une racine au
moins double de x,, .

-X 0 —c b -X 0 —c b
O | 0 =X c —b B -X —-X c —b
BaXea =) b b a—-d—X 0 Giecitcs| 0 b a—d—-X 0
c —c 0 d—a—X 0 —c 0 d—a—X
1 0 —c b 1 0 0 0
o 1 =X c —b Cy—CatcCh 1 =X 2c —2b
@  ==Xo 5 a-d-x 0 iy X0 b a—d-X 0
0 —c 0 d—a—X —c 0 d—a—X
—-X 2c —2b
=—X| b a-d-X 0 = —X (—=X3+ (d® + a®> — 2ad + 4bc) X)

—c 0 d—a—X

Done x,,, = X2 [X? — ((d — a)® + 4bc)] = X? (X —y/(d—a)* + 4bc> (X +4/(d—a)* + 4bc)

oSi (d — a)2 +4bc =0, alors x,,, = X*et o, #0, donc p, nest pas diagonalisable

Si (d—a)® +4bc > 0, alors \; = 1/(d —a)® +4bc et \y = —1/(d — a)® + 4bc sont des valeurs

propres simples et 0 est une valeur propre double et dim (Ey (¢,4)) = 2, donc



d\> —d)® +4b
4, XA:XQ—(aer)XJr(ad—bc):(X—a+ ) _(a—d) +dbe

2 4
2

(X_a+d)2_ (a —d)’ + 4be _(X_a+d—>\1) (X_a+d+/\1)
2 2 B 2 2

oSi (d — a)2 + 4bc = 0 ,alors A admet une seule valeur propre et comme A est non scalaire , donc
non diagonalisable .

oSi (d — a)2 + 4bc > 0 , alors A admet deux valeurs propres distinctes et par suite diagonalisable
D’ou I'équivalence entre A diagonalisable et ¢, diagonalisable .

Partie I1

(a) On a D = ZAkEkk, donc DEZJ - EZD = Z)‘kEkkEU — ZAkEszkk = Z/\k(sszkj —
k=1 k=1 k=1 k=1

> MebjnEi
k=1
Donc DEZ] — EZ]D = (>\z — )\j) Ezy
(b) Ona P7'AP =D , donc AP = PD et P"'A = PD~!. Par suite

La matrice B;; est non nul , donc c’est bien un vecteur propre de ¢, .

(c) L’application f : M,, (R) — M,, (R) ,M +— PMP~" est un automorphisme et (F;;)
une base de M,, (R) , donc (B;;)
v, , donc ¢, est diagonalisable .

1<i j<n €St

1<ij<n €St une base de M,, (R) formée de vecteurs prores de

(a) i matg(ps) € M, (R), donc x,,, € R[X] et comme ¢, est diagonalisable , donc x,,, est
scindé sur R | donc les valeurs propres de ¢, sont toutes réelles .
ii. Onaxy =det(A—XI,)=det *(A—XI,) =det ("A—XI,)= x4 -
. Ona p, (X Y)=AXY)—(X'Y)A=(AX) 'V - X'"(AY)=2X'Y —zX 'Y =

(z—2)X 'Y .
L1 Y1

Posons X = : et Y = : onaX #0etY #0,doncili,je {1,2,..,n}
Tn Yn

tels que

zi #0ety; # 0, donc X 'Y = (i) <p <y, s O @ @5 = 395 # 0, done X 'Y # 0.Ainsi
z — Z est une valeur propre de ¢, .
(b) z — Z est une valeur propre de ¢, , donc z —Z € R ( d’aprés la question 7°)(i7) ) , or
z—%=2iIm(z) , donc Im (z) = 0, c’est-a-dire que z est réelle .
(c) D’apres la question précedente , il suffit , de montrer qu’il existe z € C tel que z et Z soient
des valeurs On a propres de A et ‘A .
A e M, (C), donc admet au moins une valeur propre z dans C .z étant une racine de y, qui
est a coefficient dans R , donc Z est aussi racine de x4 , par suite Z est aussi valeur propre de
tA .
D’apres la question précedente , z est réelle .
(d) On a (,OA (PU) = Aijpij y dOIlC ARJ — PUA = /\ijPij par Suite APUX = PUAX + /\Z]PZ]X =
(A+Aij) Py X
On pose pij = A+ Aij ,on a AP; X = i P X
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On veut montrer qu’il existe une base formée de vecteurs propres de A, il suffit alors de montrer
que la famille {P;; X /1 <i,j < n} est génératrice de M,, (R) .

Soit @ : M,, (R) - M,,1 (R) , M — MX | X étant non nul , supposons pour simplifier que

sl
X = : . avec r; # 0, on a
Ty
T; 0 0
¢ (By)=EuX =] . O (Ey) =EuX=| . |,..®(Eu)=EuX=| .
0 0 T
1 0
0 0
Donc Im @ contient | . |,...,| . | ( base canonique de M, ; (R) ), donc ® est surjective
0 1

{F;X /1 <4,j <n} est 'image par ® de la base (F;),; -, » de M, (R) et ® est surjective
, donc {P;; X /1 <i,j <n} est génératrice . On peut alors en extraire une base formée de
vecteurs propres de A , donc A est diagonalisable .

Partie IT1

m—1

5. Soit (ag, ay, ..., am_1) € R™ tels que apl, + a1 A + ... + @y 1 A™ 1 =0 . Posons P = ZaiXi

=0
On a P(A) =0, donc 74 divise P , or deg (P) < m — 1 < deg(m4), donc P = 0, ce qui donne
que ag = ... = Qy_1 = 0.
6. Si M € R[A],ilexiste Pe R[X] tel que: M =P (A),ona @y (M) =AM — MA = AP (A) —
P(A)A=0

Donc R [A] est inclu dans Ker (p4) en particulier {I,,, A4, ..., A™™'} C Ker (¢ )
{I., A, ..., A"~} étant libre , donc dim Ker (p,) > m .

(a)

dim F = n , il suffit alors de montrer que la famille est libre . Soit (a1, as, ..., a,) € R™ tels que
ane1 + ap 169 + ... + are, = 0, alors a1y + asu (y) + ... + a,u™* (y) =0

Supposons qu’il existe i tel que a; # 0 , soit k le plus petit tel que ar # 0 ,on a alors
a; = ... = ap_1 = 0 et ap # 0, par suite apu* ! (y) + ... + a,u" 1 (y) = 0, en composant
par v * on a alors apu™ ! (y) = 0, ce qui donne que a, = 0 absudre . Donc pour tout
ie{l,2,...,n} ,a;,=0.

n
Posons w = Zaiun_i , On veut montrer que w = v pour cela , il suffit de montrer qu’il
i=1
coincident sur la base (e, es, ..., €,) . w et v commutent avec u . Onaet ona w (y) = v (y) et
w(e) = wu " (y) = v (w(y) = u" " (v(y) = v (y) = v(e;) pour tout i €
{1,2,....,n}
donc w =v .

Si B € Ker (p,) , alors il existe (ay, as, ..., a,) € R™ tel que B = Zozz-A”*" donc Ker (¢4) C
i=1

Vect{I,,A,..., A"} . D’autre part Vect{I,, A, ..., A"} C Ker (¢,) .

Donc Ker (py) = Vect{I,, A, ..., A"} .



(a) Supposons que B € Ker(p,) alors AB = BA par suite uv = vu , donc les sous-espaces
propres de u sont stables par v .

Réciproquement : Supposons que les sous-espaces de u sont stables par v . u étant diagonal-
isable , donc £ = E, (M) ® E, (M) & ... ® E,(\,) . Soit x € E , v =21 + 22+ ... + x,, avec
z; € E,(\;) . Onauz; € E,(N\), donc v (z;) € E, (\;) , Par suite u (v (z;)) = Ao (;).Ainsi

u(v(z)) = Zu (v (2:1)) = ZM (i) = v (Zu (xi)) = v (u(z))

(b) Soit B une base adaptée a la décomposition £ = E, (A1) & E, (A\2) & ... & E, ()\,) ,on a
B € Ker (p,) si et seulement si les sous-espaces propres E, ()\;) sont stables par u ce qui esr
équivalent a matp (v) est diagonale par blocs , c’est-a-dire de la forme :

A, 0 - 0
matp (v) = O A e ou A, € M,,, (R)
N |
0 -~ 0 A,
(¢) Soit ¢ 'application définie par :
¢ My, (R) x M2 (R) x ... x M, (R) — Ker (py)
A0 -0
(A1, Ag, s A) - | 0 A
. 0
0 0 A,
est un isomorphisme d’espaces vectoriels , donc
p p
dimg Ker (p,4) = dim (M, (R) X Mypz (R) X ... X My, (R)) = dim My, (R) = > mf
k=1 k=1
p
(d) Lorsque n =7 . u étant diagonalisable , donc ka =7.mp>1,doncp<7.
k=1

i. Sip=1,u est une homothétie , Ker (p,) = M7 (R) , dim Ker (p,) =49 .
ii. Sip=2,m;+ mo =7 .Supposns que m; < ms , les possibilités dans ce cas , sont
e (1,6),dimKer(p,) =1+36=237
®(2,5) dim Ker(py) =4+25=29
e (3,4) dim Ker(py) =94+16 =25
ili. Sip=3,m;+my+m3=7 ( supposons m; < my < mg ) ,les possibilités des m; sont :
oem; =1
mo=1etmg=>5,dim(Ker(p,)) =27.
me =2et mg=4,dim(Ker(p,)) =21.
mo =3 et mg=4,dim(Ker(p,)) =26 .
® My = 2
me =2 et mg =3, dim(Ker(p,)) =17.
iv. Sip=4, m; +mo+m3+my =7, supposons que m; < mg < m3 < my .
e Onamy+mg+mg>3,doncmy <4 .
Simg =4, alors m; =my =m3 =1, donc dim (Ker (¢4)) =19 .
Simyg = 3, alors mi+mae+mg = 4, donne (my, ma, ms, my) = (1,1,2,3) ,dim (Ker (v,)) =
15 .
v. Sip=>5,my+mg+mz+my—+ms =7, supposons que m; < mg < mz < my < ms .
Donc ms < 3.
Si ms = 3, alors (my, mg, ms, my,ms) = (1,1,1,1,3) , dim Ker (p,) = 13
Si ms = 2, alors (my, mg, ms, my,ms) = (1,1,1,2,2) , dim Ker (p,) = 11
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10.

vi. Sip =6, par une méthode analogue , la possibilité est : (1,1,1,1,1,2) ,dim Ker (p,) =9
vil. Sip="7,dim (Ker (py)) =17

Partie IV
On a ¢, (B)=aB ,donc AB— BA=aB.
Suppons que ¢ 4 (Bk) = akB"* , alors

pa (B*) = AB*"'—B"'A = (AB* — B*A) B+B* (AB — BA) = akB*"'+aB""" = o/ (k + 1) B

.SiP= ZaiXi , P(B) = Z%‘Bi alors ¢, (P (B)) = ZaigpA (BY) = ZaaiBi (4 (B% =0)
i=0 i=0 i=1

1=0
pa(P(B) = aaB =aB (ZaaiBi_l) — aBP'(B)
i=1 =1

Ona 7p(B)=0,donc 0=y, (mp(B)) =aBrz(B)=0.

Le polynéome X’y est un polynome annulateur de B , donc 7 divise X7/ .

D’autre part deg (X7’3) = deg (7p) , donc il existe p € R tel que : X7y = ump

g = X%+ a1 X1 4 ag, en égalisant le coefficient dominant , on a = d .

Donc X7’y = drp .

C(i)n 2)(7733 = drp , donc 0 est une racine de 7. Posons 73 = X*Q (X) avec Q (0) # 0.deg (Q) =
alors X (kX*1Q 4+ X*Q') = dX*Q (X) , ce qui donne que kQ (X) + XQ' (X) = dQ (X)

Pour z = 0, on a (k— d)g(/(_)l =0, donc k = d et (Q est constant . wp étant unitaire , donc

#0
WB:Xd

Donc B¢ =0 .



