Corrigé de math2 centrale MP 2021 Ait Lhouari Assou

1 I Inégalité polynomiale de Bernstein

1.1

1.2

. Q5 On montre par récurrence que |sin(nf)| <

I.A - Polynéme de Tchebychev

. Q1 Montrons pars récurrence que le degré de (T,,) est égale & n . On a la propriété est

vraie pour n = 0 , et pour n = 1 supposons quelle est vraie pour n et n+1 et montrons
quelle est vraie pour n+2 on a T}, 1o = 2X.T),11 — T, et le degré de 2XT,,;1 = n+ 2 donc
d* (T, 12) = n + 2 (propriété sur les degrés des polynomes).donc d*(T,) = n.

On a (T),)o<k<n est une famille échelonnée en degré de polynémes non nuls de Cy [X] donc
libre donc base de C[X] (Car le cardinal de la famille est égale & la dimension de Cy [X].

. Q2 Montrons par récurrence que Ty, (cos 6) = cos(nf)

la propriété est vraie pour n=0 et n =1 supposons vraie pour net n +1.ona: T, 2(cos(d)) =
2 cos(0)T},41(cos(8) — T, (cos(6)

= 2cos(0) cos((n + 1)8) — cos(nf) = cos((n + 2)0)) + cos(nf) — cos(nd)

= cos((n +2)#). ( car : 2cos(a)cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b). CQFD

. Q3 Soit P € Cx[X] alors il existe (ag,....,an) € C"™! tels que P = Y7'_ axTy (car

(Th)o<k<n est une base de C[X]).
Donc P(cos(8) = Y p_, arTi(cos(8)) = D1 _, ax cos(k6)

Donc 6 — P(cos(0) est dans 9,,.

. Qdona:||T,°([0,1) = sups € [0,1]|T,(z)| = sups € R|cos(nf)| = 1.(le sup atteint en

7ér0).

n|sin(d)| la propriété est vraie pour n=0
et n=1. supposons vraie pour n fixé |sin((n + 1)8)| = |sin(nd) cos(d) + cos(nd)sin(9)| <
n|sin(f) + | sin(0)| = (n + 1)|sin(0)| . Soit f(8) = T),(cos(h)) = cos(nd) alors : |f (8)| =
| — sin(0)T, (cos(0))| = nsin(nh))| < n2.

donc : [|T,|I2°([0,1]) = sup, € [0,1)|T,(x)| = sup, € R|T,(cos(d))| = sups € R —

7TZ| n sin(nf)

ey | = n?.(En tendant 6 vers zéro)

I.B - Inégalité de Bernstein

. Q6 Soit A polynéme scindé de racines simples (asq, ...., ay.

Soit :B € Can[X] et R= 33", B(ak)(x_ii%

on a : pour tout j € [|1,2n|] : B(a;) — R(aj) =0
Or d'(B — R) < 2n — 1 et admet au moins 2n racines .donc B = R . CQFD

. montrons que B=R.



. Q7 Soit P € Con[X] et P\(X) = P(AX) — P()).
On a: Py\(1) =0 donc X — 1 divise Pj.

. Q8 On a: Qx(1) = lim, 1 Qx(2) = lim,_,; ZAUZPAL — \pr(y).

. Q9 Soit R = X?" +1 les racineb dans C de R sont les racines 2n ieme de : -1;

km
c.a.d les wy = €'+ avec ), = 2— + — k dans [|1,2n]] donc :R = Hk (X —wy).

. Q10 On applique Q6 pour les deux polynémes A= R et B =Q; ar = wy, -
R =2nX?""L doncR (wi) = —2n(wk) 1
on obtient la formule voulue :

— 2n  PQw P\ 2N
QA(X):—l m (w’;)l()XX—H

En remplacant Xparl dans la formule ci-dessus et utiliser Q8 Q(1) = AP’'(\)
on obtient : pour tout A complexe

2n 2wy,
AP'(A) = ﬁ k:lp()‘wk)(l wr) Zk 11— wk)z
. Q11 11 suffit de montrer que Zi’;l #k)z = —2n?, pour cella décomposons la frac-
tion rationnelle F = g avec P = letQ = X?" 41 On a :F = Y" ~ kwk avec
)\ o P(wk o 1
T QN (wr T —2nwg) 1
en dérivant les deuX membres en 1 on obtient :
o 2 w
=2n - L5 ks donc S 17(12&)2 = —2n?%, CQFD.

. Q12 Soit f un élément de Jy, ;
f(t) = ao + 3 p_, (ay cos(kt) + by sin(kt))alors f(t) = ag + Y p_, (Ltbeeiht 4 ak—bro—ikt)
donc eintf( ) _ aoeint + ZZ 1(ak+bk i(n+k)t 4 akgbk ei(nfk)t).
=age™ + Z" 1an k bn—r eikt 4 Ek . Ak—ntbk—n eikt
=n+ 2 ’
=U(e" avec U = aoX + 3 a Xt 4 Zilm_l BrX*.
aj = “entlion pour k dans [|,n + 1,2n]]; B = =52k pour k dans [|0,n — 1|] d’on
I'existence de U.CQFD

2¢'%k _ 2ePk o 1
- QI3 ona g=me = ek (—2isin(ZE))Z 2(sin%k)2'
On a: f(t) = e ™ U(e') donc f/(t) = —ine MU (et) + iele™ U’ (&)

d’aprés Q11 on obtient f/(t) = —inf(t ) + ze_mt - i" L U(emin(t+er) (13‘:’;)2 +inf(t).
Donc f ( ) 1 in1< l)ke—z‘n(t+<pk)U( z(t-&-zpk)
( jeinPr — e—z(2+(k m) — (_1)k—1 )

2(sin ‘Pk )2

, L opl _ 1 2n (71)’6
Donc pour tout t réel on a : f/(t) = vy S+ or) 5

2(sin B )2 "

. Q14 Dapres Q13 et megahte triangulaire on a :
R
@] < VER T b

il suffit alors de montrer que : Zkil # = 4n?
2

r)2
On applique la formule de Q13 & ¢(t) = sin(nt) élément de 4, et pour t=0 on aura :
1

ncos(n.0) = 1= iil(_l)ksm(%i"‘kﬂ)m

5 s orsin(Z+kr) = (—1)* donc Zk:l @



4n? CQFD.

1.3 I.C Quelques conséquences de I’inégalité

1. Q15 pour tout x dans [0, 1]il existe t réel tel que : x = cos(t)
on a P(cos) est dans d,, donc d’aprés Q14 :

|P/(2)VT— 22 = |P'(cos(t) /T — cos?(1)] < |P(cos(t)] < nl|P||([0,1]).

2. Q16 Soit Q € C,,_1[X] on a : Q(cos(nh)sin(f) = 22;11 ay, cos(k0) sin(6)

(car (Tx)o < k < n—1; base de C,,_1[X] donc Q(cos(f) sin(0) = ag sin(0)+_,_; n — 1% (sin(k+

1)0 — sin((k — 1)0) ; dans donc f est dans d,, or f'(0) = Q(1)
done |Q(1)] = |f(0)] < n.supy < z < 1|f(2)] = n.sup|Q(t)V1 — t3; t = cos(x)
3. Q17 On pose S¢(X) = R(tX) S; verifie les hypotheses de Q16 donc
o |R(t)| = |S:(1)] < n.sup|Se(x)V1— 22| < n.sup|R(tx)/1 — (tx)? pour tout t dans
[-1,1] (V1 =22 < /1 — (tx)2 pour tout t entre -1 et 1). donc |R(t)| < n.sup|R(z)V1 — 22

4. Q18 si P est de degré inférieur ou égal a n alors P’ vérifie les hypotheses de Q17 et Q15
et on aura le résultat voulu.

5. Q19 on peux avoir ’égalité pour P = T,, d’apres Q4 et Qb5

2 1II Inégalité de Bernstein et transformée de Fourier

2.1 II .A -Transformée de Fourier d’une fonction

1. Q20 Soit f € L!(R) alors pour tout & réel I'application = ~ f(t)e’¢ est continue et
|f(x)e®| < |f(x)| et f intégrable sur R Donc @ — f(t)e'€ est intégrable sur R donc f est
bien définie. on a pout tout réel x :£ — f(x)e” ¢ est continue et d’aprés ce qui précede
fest continue sur R. (continuité sous le signe intégrale).

2. Q21 l'application f +— fest linéaire car si f et g sont dans ! et a réel alors :oj—k\g(g) =
J2Z (af (@) + g(@)e™*Sdz = af(€) +5(¢).
et continue car pour tout & réel | f(&)| = | fj;o f(z)e ¢ dz| < fjocf |f(x)|dz = ||f]|1 Donc

en passant au sup :| \J?HOO < 1.||f|l1 d’ou la continuité (caractérisation de la continuité des
applications linéaires).

3. Q22 pour tout A strictement positif Iapplication « — Az est un C' difféomorphisme et f
est intégrable donc g aussi intégrable sur IR ; on pose Az = u on aura :

9(&) = fjooj f(Az)e~ ¢ dr = ‘—il f_+:oo f(u)e_"“gdu = ﬁf(%) .(la valeur absolue de \ car
si A < 0 les bornes de 1 intégrale se permutent.

2.2 II.B - Produit de convolution

1. Q23 Soit f € L*(R;et g € L>°(R) alors pour tout x réel Papplication ¢ — f(t)g(x —t) est
continue et intégrable sur IR car f et g sont continues et pour tout x ,t réels :| f(t)g(z—1)| <



[lg]loo| f ()| et f intégrable donc f * g est bien définie et on a pour tout x réel en posant
X-t =u:

frg(@) = [77 f(Og(a—t)dt = [T Jg(w)(=du) = [77 g(t) f(z —t)dt = g% f(=).
. Q24 Pour tout x réel on a:

[Frg@)| =1 [72 O g(@—t)dt] <|lglloo [T 1£(t)ldt = [Igllso]| ]2 done f g est bornée

et on a:

I1f * glloe < llglloolIf1l1-

. Q25 Soit k entier tel que g soit de classe C* et ||g¥)||oo < M; pour tout j entre 0 et k.on
a

-Pour tout réel x t — f(t)g(x — t) est continue et intégrable sur IR

-pour tout réel t :x — f(t)g(x —t) est de classe C* sur IR. -Pour tout x et t réels
If()g5)(z — t)| < Mg|f(t)| = h(t)h intégrable sur IR.

donc d’apres le théoreme de dérivation sous l'intégrale f x g est de classe C*.et on peut
dériver sous l'intégral :

(f*9)V (@) = (f x V) ().
. Q26 Pour tout £ réel on a :

Frgle) = [*2 fxgla)eda
fer;o *”55 f f(&)g(z —t)dt)dx.

&
=[S e (tg(a — da)dt.
=[O ([T gla — t)e¢dx)dt. en posant x-t= u on aura :
=T [T g(we e du) .

= :r;o f(t)e eat fj;; g(u)e~ s du.
= f(€)3(¢). CQFD

. Q27 On a : ¢ est de classe C*° sur R* composée de fonctions de classe C'*.
récurrence sur k. pour k=0 évident supposons qu’il existe Py polyndme tel que go(k)(t) =

P;g(%)efTl pour tout t; 0 < t pour tout t>0ona:
D) = FP(F)eT — FPe(F)et

—Pk+1( )ef avec Pk+1 —X (Pk +Pk)

pour tout k on a :

lim o™ (¢) = 0

t—0

Donc d’apres le théoreme du prolongement de la dérivée ¢ est de classe C* sur IR.

. Q28 On a : ¥(t) = p(1 —t?) donc 1 est de classe C°°. comme composée de fonction de
classes C*°.

. Q29 On a : 0 est nulle sur les deux intervalles | — oo, —1] et [1,+oo[ donc ils existent
A et B réels tels que 6 est égale & la constante A sur | — oo, —1] et égale & B sur [1,4o00[
A et B sont différentes car 0 est impaire puisque 1 est pair.



2.3

. Q30 0 définie ci- dessus est de classe C™ positive différente de la fonction nulle alors

a= f_ll 6(t)dt est non nul et 6; = a=10 est de classe C.

Soit V=xeR/Nt e [-1,1]: |x —t| <1;

Iy 1a fonction caractéristique de V : Iy (t) = 1sit € V et Iy (t) = 0 si non.

enfin soit p = 61 * Iy produit de convolution ;alors p est de classe C* d’apres Q25 et
vérifie :

-p(z) = 0 pour tous x réel tel que |z| > 2

-p(z) = 1 pour tout z € [—1,1]. en effet si |x|>2 alors x n’appartient pas a V donc
—+o0

p(x) = [_ 0 p(t)Iv(z — t)dt=0 (v(z —t)=0).

-si |z| < 1 alors p(t) = 01 * Iy (x f O1(t)dt =1

II.D-Inégalité de Bernstein

. Q31 0na:

-pour tout & réel x ++ ¢ p(€) est de classe C*.
- pour tout x réel £ — e'*¢p(£) est continue et intégrable sur IR (|e?*¢p(€)] < [p(€)] et p
intégrable sur IR nulle en dehors d’un segment.

-Pour tout x et & réel on a : |§<—LE) p(£)| < [€p(&)| qui est intégrable sur IR. donc r est de
classe C! et on a :

r(x) = o [T i p(€)de.

. Q32 Montrons que = + x?r(x) est bornée pour cela montrons que sa limite en oo est nulle

ona: ,
+oo 'Lz i

w?r(z) = 52 [T € p(€)dE =5 [T, a?e"p(€)dE

—ize'p(€) 12

=[5,
= 11;(5)]72 + - f_2 €€ p”(£)d¢ ; le membre entre crochés est nul

- f72 "¢ p”(£)d¢. Donc pour x >0 :|z?r(z)| < & + ;L f22 p” (£)d€ qui tend vers

zéro lorsque x tend vers 400 de méme en —oo. donc x 7’( ) est bornée au voisinage de 1

infini or continue donc bornée sur tout segment de IR donc bornée sur IR.

+ 27'r f ) zxe””fp (€)d€ le membre entre crochés est nul

. Q33 0Ona Af et ry vérifie les hypotheses de Q26 donc :

Af = AF

pour tout réel € on a : Xf * rA(€) = AF(€).7(€) = <&<— @m@;?fpwwms
les formules d’inversion de Fourier. or si [¢] > A f(£) = 0 et si || < A alors p(%) =1
(D’apres les formules d’inversion de Fourier)

donc : )\ﬁ\m = fdonc Afxry=f.

Q34 d’apres Q25 et Q33 on a : f' = Af.r’'\ donc pour tout t réel etA > 0 :

1@ = AMFONrA@G] < Allf ool oo

C = ||ry]|oo convient. d ’apres Q32 r’ est bornée donc 7 aussi. et on a :

[[flloc < CA[f]loc CQFD.



